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Stochastik: Ubungsblatt 11

Auf diesem Blatt gelte, falls nicht explizit anders vermerkt, die Notation zu Verzweigungspro-
zessen aus der Vorlesung: (Zy,)n>0 ist also ein Galton- Watson-Prozess (GWP), (pi)r>o0 die
Nachkommensverteilung eines Individuums, G(s) = > x> skpr und Gy (s) = E[s?"] sowie

q = P(3n € Ny : Z, = 0) die Aussterbewahrscheinlichkeit. Weiterhin sei Y eine nach der

Nachkommensverteilung verteilte Zufallsvariable mit E[Y] = p und Var(Y) = o2.

Tutoriumsaufgaben

Aufgabe T11.1 Wir definieren als P* das Wahrscheinlichkeitsma8 eines GWP, bei dem
Zy = k > 1. Der Rest des Prozesses wird analog definiert, es ist also insbesondere P! der
aus der Vorlesung bekannte GWP. Zeigen Sie, dass fiir alle k € N

P*EneNy: Z, =0) =¢".

Aufgabe T11.2 Zeigen Sie, dass Gy, (s) = G (Gp—r(s)) fir 0 <r <mn e N.

Aufgabe T11.3
(a) Sei die Nachkommensverteilung bindr, es gelte also pg = p und py = 1 — p fiir ein
p € (0,1). Berechnen Sie die Aussterbewahrscheinlichkeit g explizit.
(b) Sei die Nachkommensverteilung Poisson-verteilt, d.h. fiir ein A ist py, = /]\C—Te_A fir k > 0.
Zeigen Sie g < 1/A fiir A > 1.

Aufgabe T11.4 Zeigen Sie fiir einen beliebigen GWP mit p; # 1, ohne dabei Resultate aus
der Vorlesung zu verwenden, die Ungleichungen

Po <q< Po .
1—pm 1—po—p1




Hausaufgaben

Aufgabe H11.1
(a) Sei (X;);en eine Folge unabhéngiger Zufallsvariablen, jede mit Erwartungswert p und
Varianz 2. Sei weiterhin N eine von dieser Folge unabhingige, N-wertige Zufallsva-
riable. Zeigen Sie, dass S = Zﬁvzl X, die Varianz

Var(S) = o*E[N] + p?Var(N)

besitzt.
(b) Fiir die Varianz der Nachkommensverteilung gelte 02 < co. Zeigen Sie, dass

no? falls p =1,

Var(Z,) = n
t(Zn) {agu”_“;__ll falls p # 1.

Aufgabe H11.2 Sei 7 der Raum der markierten Wurzelbdume aus der Vorlesung mit der
Abbildung d : T x T — [0, 1] definiert (wie in der VL) als

—1
d(T,T') := (l—l—sup{neNo T In=T [n}) .
(a) Zeigen Sie, dass d eine Metrik und (7, d) ein vollstédndiger, separabler metrischer Raum
ist.

(b) Definieren Sie eine o-Algebra F auf 7 und ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf F, welches
einen GWP mit Nachkommensverteilung (pg)r>0 erzeugt.

Aufgabe H11.3 Es seien m,n € N mit m < n. Zeigen Sie, dass

E[ZnZy,) = i ™ E[Z2)].

Aufgabe H11.4 Ziel dieser Aufgabe ist es, fiir u > 1 zu zeigen, dass lim,, o Z, € {0, 00}
fast sicher. Fiir [ € {1,00} und k € N definieren wir hierfiir

Bi(k) = P*(|{n € N: Z, = k}| > 1) = P¥(Z,, = k mindestens [-mal),

wobei P* wie in T11.1 definiert ist. Sei weiterhin H (k) = > >0 P*(Z, = k) fiir k € N.
(a) Sei (k) < 1. Zeigen Sie, dass

1= Boo(k) = H(K)(1 = Bi(k))

und folgern Sie, dass oo (k) = 0.
(b) Nutzen Sie (a), um zu zeigen, dass Zo, € {0,000} f.s.



