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Stochastik: Ubungsblatt 8

Tutoriumsaufgaben

Aufgabe T8.1 Sei (A,,)nen eine Folge von Ereignissen in einem Ereignisraum (€2, F). Wir
erinnern an die Definitionen

limsup A4,, = ﬂ U Ay, hﬁgiol.}fA”: U ﬂ A,.

n—oo m>1n>m m>1n>m
Zeigen Sie, dass

limsup A4, = {w € Q: w € A, fiir unendlich viele n € N},

n—oo

hnniio%fA” ={w e Q:we A, fir fast alle n € N}.

Aufgabe T8.2 Es seien X und Y unabhéngige stetige Zufallsvariablen mit Dichten fx und
fy. Zeigen Sie: U = XY und V = X/Y besitzen die Dichten

fulw) = [ fx@prufaigde,  fe@) = [ )@l d.

Aufgabe T8.3 Seien X, Y Zufallsvariablen mit gleicher (endlicher) Varianz. Zeigen Sie, dass
dann U = X — Y und V = X 4+ Y unkorreliert sind. Zeigen Sie weiter, dass U und V nicht
notwendigerweise unabhéangig sind — selbst dann nicht, wenn X und Y unabhéngig sind.

Aufgabe T8.4 Bestimmen Sie alle Verteilungen auf den nichtnegativen reellen Zahlen, die
Erwartungswert p und Median 2u besitzen — oder beweisen Sie, dass solche Verteilungen
nicht existieren.



Hausaufgaben

Aufgabe H8.1 Es seien X1, Xo, ... unkorrelierte Zufallsvariablen, jede mit Erwartungswert
p und Varianz o2. Definiere weiterhin X := % 1 Xi. Zeigen Sie

E[ ! : Q&-X)ﬂ::a?

n—1~*%

=1

Aufgabe HS8.2 Seien X7, Xo,... unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit
E[X1] = 0 sowie 02 := Var(X;) < 0o. Setze Y, = 2X,, Xy, 41.

(i) Berechnen Sie den Erwartungswert und die Varianz von Y, fiir n € N.
(ii) Berechnen Sie die Kovarianz Cov(Y;,Y;) fiir ¢, € N.

(iii) Zeigen Sie, dass lim,, oo P(|2 31, Y;| > ¢) = 0 fiir alle ¢ > 0.

n

Aufgabe H8.3 Nach Definition sind X und Y bivariat normalverteilt mit Parametern
11, b2, 01, 02, p, falls ihre Dichte von der Form

1
z,y) =
f(@.y) 2wo109y/1 — p?

Q(x,y) = : _1p2 [(m ;lul)z —2p (CC ;IM1> <y ;2“2) + (y;;m)j

ist. Zeigen Sie:

e_%Q(”’y), z,y € R;

(a) Definieren wir U = (X — pq)/o1 und V = (Y — ug) /o9, so sind (U, V') bivariat stan-
dardnormalverteilt.

(b) Zeigen Sie, dass Cov(X,Y) = poios und p(X,Y) = p.

Aufgabe H8.4 Sei X = (X1, X2) ein Zufallsvektor. Die Kovarianzmatriz ¥ € R?*? von
X ist definiert als ¥;; = Cov(X;, X;) (mit 1 < 4,5 < 2). Eine alternative Definition fiir
bivariat standardnormalverteilte Zufalsvariablen erfolgt iiber die Kovarianzmatrix 3: Es ist
X = (X1, X3) bivariat normalverteilt mit Parametern p = (u1, u2) und X falls

(@) = s e {5l = p) "= @) |, aeR?

(a) Zeigen Sie, dass diese Definition mit jener aus der Vorlesung iibereinstimmt.

(b) Sei A € R?*2 eine vollrangige Matrix (also det A # 0) sowie b € R?. Zeigen Sie:
Y := AX + b ist ebenfalls bivariat normalverteilt zu den Parametern i = Ay + b und
ATAT,



