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Aufgabe K.1 Zur Vorbereitung auf die Stochastik-Klausur teilen sich die Studentinnen
Anna, Bea und Carola zusammen mit ihren Kommilitonen David, Emil und Felix zuféllig
in drei disjunkte Lerngruppen aus jeweils zwei Personen auf. Hierbei sind alle Aufteilungen
gleich wahrscheinlich.

(a) Stellen Sie einen geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum fiir obige Situation auf.

(b) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, mit der alle Lerngruppen gemischt sind. Eine
Lerngruppe heiflit gemischt, wenn sie sowohl ménnliche als auch weibliche Studierende
enthalt.

(c¢) Mit welcher Wahrscheinlichkeit sind alle Lerngruppen gemischt, falls Anna und David
eine gemeinsame Lerngruppe bilden?

(d) Zeigen oder widerlegen Sie die folgende Aussage: Die Vereinigung der beiden Ereig-
nisse ,Anna und David bilden eine Lerngruppe“ und ,Bea und Carola bilden eine
Lerngruppe® ist unabhingig vom Ereignis, dass alle Lerngruppen gemischt sind.

Losung.
(a) Wir wahlen
Q={(w,...,ws) :w1 =A,w; € {A,B,C,D,E, F},w; # w;Vi# j}.

Hierbei bezeichnen (w;,w;y1) fiir @ € {1, 3,5} die drei Lerngruppen. Als P wahlen wir
die Gleichverteilung

(b) Esist || = 5! =120. Sei M das Ereignis gemischter Lerngruppen. Dann gilt
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(3 Moglichkeiten, einen méannlichen Lernpartner fiir A zu wahlen; fiir ws und wy jeweils
(?) Moglichkeiten, eine ménnliche / weibliche Option zu wihlen; diese Wahlen miissen
fir die Reihenfolge noch mit 2 multipliziert werden.)

(c) Wir kénnen 0.B.d.A. w3 = B setzen (Die Situation ist wie die in (a), nur mit 4 statt 6
Personen). Damit gilt

P(M | wy = D) = =z




(d) Wir nennen L = {wy = D} das Ereignis, dass Anna und David eine Lerngruppe bilden
sowie N das FEreignis, dass Bea und Carola eine Lerngruppe bilden. Aus Symmetrie-
griinden gilt P(L) = P(N) = . Weiter gilt

1 12 11 1
PLNN)=—-P(N|L)=-=—--=—.
( ) ) (N11L) 53 53 15

Nach Inklusion-Exklusion ist P(LUN) = 2 — {= = 1. Somit gilt

P((LUN) N M) = P(LAM) = P(M | L)P(L) = - L = =
- %% — P(M)P(LUN),

weswegen die beiden Ereignisse unabhingig sind.

Aufgabe K.2 Sei X eine Zufallsvariable mit Werten in Ny und der Eigenschaft, dass
PX>s+t|X>t)=P(X >5s)

fiir s,t € Ng. Zeigen Sie, dass X die Verteilung P(X = k) = (1 — p)¥p fiir £ € Ny und
p:= P(X = 0) besitzt.

Losung. Mit der Formel der totalen Wahrscheinlichkeit gilt fiir k£ € Ny

P(sz:):ﬁP(Xzi|X2i—1):P(X21)k:(1—p)k,
=1

und somit

PX=k)=P(X>k)—P(X>k+1)=(1-pF—(1-prt
=(1-pF1—1-p)]=01-plp.

Aufgabe K.3 Ein Flugzeug bietet insgesamt 93 Fluggésten Platz. Da Kunden manchmal
ihren Flug nicht antreten, lassen Fluggesellschaften zwecks optimaler Auslastung Uberbu-
chungen zu. Es sollen moglichst viele Tickets verkauft werden; gleichzeitig soll sich die Wahr-
scheinlichkeit einer Uberbuchung im Rahmen halten. Wir nehmen an, dass ein Kunde mit
Wahrscheinlichkeit 1 —p = % nicht zum Flug erscheint und wir nehmen vereinfachend weiter
an, dass das Nichterscheinen fiir verschiedene Kunden unabhéngig voneinander ist. Nutzen
Sie eine Normalapproximation, um bei 100 verkauften Tickets die Wahrscheinlichkeit einer

Uberbuchung zu berechnen.

Losung. Sei X ~ Bin(n,p) mit n = 100 und p = 1%. Wir sind interessiert an P(X > 93).

Sei X* = % (wobei /np(1 — p) = 3). Dann gilt

93 —90
3

P(X >93) = P(X* > ) =1-P(X*<1)~1-d(1)~1-08413 = 0.1587.

Aufgabe K.4



(a) Geben Sie die Definition fiir die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit einer Folge (X,,)nen
gegen eine Zahl a € R wieder.

(b) Seien X7, ..., X, unabhiingige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit X7 ~ A(0, 9¥?).
Ist "
—~ \/7?
Oy = —— X;
ein erwartungstreuer Schéitzer fiir ¥? Gilt ferner On L5 9 fiir n — 00?

Losung.
(a) Es gilt X, L, 4 falls fiir alle £ > 0 gilt, dass

n—o0

P(IX, —a| > ¢) 222 0.

(b) Es ist

Definieren wir Y, := \/g | Xn|, so ist (Y )nen eine Folge unabhéngiger, identisch ver-
teilter Zufallsvariablen, mit E[Y;] = ¢ und 9, = 1S, mit S, = 37, ¥;. Nach dem
schwachen GgZ gilt also Oy = %Sn i E[Y1] = 9.

Aufgabe K.5
(a) Wie ist der p-Wert eines statistischen Tests definiert?

(b) Es seien Xi,..., X, unabhingig und identisch verteilt, wobei X1 ~ U}y o9 mit ¥ €
© := (0,00) (X ist also gleichverteilt auf [, 21]). Bestimmen Sie die Giitefunktion des
Tests mit kritischem Bereich

K ={min{X; :i € [n]} € ((0,1) U (3,00))}

fiir das Testproblem Hp : 6 = 1 gegen Hy : 0 # 1.

Losung.

(a) Der p-Wert p*(z) zur Beobachtung z ist das Infimum iiber alle Zahlen «, fir die die
Wahl von « als Testniveau zur Ablehnung von Hjy fiihrt.

(b) sei X = (X1,...,Xp) und Xpin = min{Xj,..., X, }. Wir betrachten die folgenden
Falle:
¥ < $: Hier gilt Py(X € K) = 1.
¥ €L, 3): Esgilt

Py(X €K) = Py(Xumin < 1) =1-[[Po(X; > 1) =1- (2 )"
=1



¥ € [3,1): Es gilt

Py(X €K) =Py(Xmin < 1)+ Py(Xmin > 3)=1-2-5)"+(2-

¥ € [1,3]: Hier gilt

Py(X €K)=Py(Xmin > =[[Ps(Xi >3 =(2—-

¥ > 3: Hier gilt Py(X € K) = 1.



