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Lineare Algebra und analytische Geometrie 1
Losungsvorschlag zum 4. Ubungsblatt
Aufgabe U-1. Wie iiblich, arbeiten wir zuniichst mit Zeilenumformungen und steigen dann auf Spal-

tenumformungen um (oder verwenden sogar beide Umformungen wild durcheinander). Das kann bei-
spielsweise folgendermaflen aussehen:

4 5 6 21 21— 21 -1
21 -1 N 4 5 6 0 3 N 03 8
8 7 4 8 7 4 0 3 00 O
11 -1 1 00 100 1 00
U 0 3 8 v 0 3 8 u 01 8 &2 010
00 O 000 000 000

(Wie schon erwihnt, ist die einzige in der Aquivalenznormalform enthaltene Information die Anzahl der
Einsen — die Zahl, die spiter als der Rang der Ausgangsmatrix bezeichnet werden wird.)
Fiir die Matrix B erhalten wir analog

2 13 4 10 2 1 10 2 1
10 2 1 2 13 4 01 7 6
5 202 5 202 7 0 2 10 7
231 2 2 31 2 0 3 =30
10 2 10 100 0
o7 017 Lo lorooo
0 0 —4 00 4 004 5
0 0 —24 —18 00 0 —12 000 —12
100 0 100 0 1000
Lo oro o Lo lorooo L o Joroo
001 5 001 0 0010
000 —12 000 —12 0001

(Insbesondere zeigt diese Rechnung, dafl die Matrix B invertierbar ist, denn sie l4f3t sich mit elementaren
Zeilen- und Spaltenumformungen in die Einheitsmatrix verwandeln. Das bedeutet riickwirkend auch,
dafl wir genausogut mit Zeilenumformungen ausgekommen wiren.)

Aufgabe U-2.

a) Wir arbeiten mit Zeilenumformungen; in Hinblick auf Teil b) lohnt es sich, dabei moglichst spar-
sam mit den Zeilenumformungen umzugehen, und zu notieren, welche Umformungen wir verwen-



b)

den:

0 1 1 1 0 0 Lol 1 2 2 010
122/010] A (011|100
2 371001 2 371001
o1 1 2 2 0 1 0
~ 0 1 1 1 0 0
0 -1 3]0 —2 1
- 1 0 0 -2 1 0
~ 0 1 1 1 0 0
0 -1 3 0 -2 1
- 1 00| -2 1 0
A o111 0 o0
0 0 4 1 -2 1
1 1 0 0 -2 1 0
-1
ey 01 1 1 0 0
00 1] Ya 12 1
1 0 0| -2 1 0
-1
~ 0 1 0] 34 Y2 -1
00 1] Ya —1)2 1/
Damit ist A invertierbar mit
2 1 0

Al = 3/a 1o 1)y
Ui~ 14

Fiir diese Aufgabe lohnt es sich, eine kleine Notation einzufithren: Wir bezeichnen mit Fi.,y die-

jenige Elementarmatrix (vom Format 3 x 3, wie der Kontext dieser Aufgabe nahelegt), die die

. 11 : o .
Zeilenumformung ~  vermittelt. Dies ist eine Elementarmatrix vom Typ I; ganz analog be-

zeichnen wir die Elementarmatrizen jeder anderen moglichen Zeilenumformung.

Dann kann man die Rechnung aus Teil a) so lesen, dafd fiir jeden Schritt eine neue Elementarmatrix
links an den zuletzt erhaltenen Ausdruck multipliziert wird, womit sich ergibt:

E3 - EI—III : F}II.% : FIII+II : FI—2II : EII—QI : FI<—>II : A
Ebenso ergibt sich
-1
A7 =Fi_m “Fy1 - Fiogpnc Froen - Fin—2r - Fron - Bs,

aber das ist dquivalent zur ersten angegebenen Gleichung, wie bereits in der Vorlesung beschrieben, und zwar nach
Bemerkung 2.22.)

Um diese Gleichung nach A aufzulsen, benétigen wir die Inversen der Elementarmatrizen. In der
Vorlesung (Bemerkung 2.21) wurde, ohne die Verwendung unserer Notation, angegeben, wie diese
Inversen aussehen: Elementarmatrizen vom Typ I sind gleich ihrer Inversen; bei Elementarmatrizen
vom Typ II wird der Multiplikationsfaktor durch seinen Kehrwert ersetzt, bei Elementarmatrizen
vom Typ III wird der Multiplikationsfaktor durch sein Negatives ersetzt. Das bedeutet

-1
A= (FH—HI : FHI.% Py Fr—on - Fiu—a1 - FI<—>H>
= (F1<—>H)_1 : (FHI—QI)_1 . (F1—2H)_1 : (FIH+H)_1 : (Fm%)_l : (FH—IH)_1

= EHII ' FIII+2I : E+QII . EII—II : EII~4 : FIH-III-



(Vergleicht man die zuletzt erhaltene Formel mit der Rechenschrittfolge in a), erkennt man eine
leichte Eselsbriicke: Man kann die Elementarmatrizen in der Reihenfolge tibernehmen, in der man
die Umformungen ausgefiihrt hat, muf nur jede der Umformungen durch ihr Gegenteil ersetzen.)

Jedenfalls haben wir damit die gesuchte Darstellung

gewonnen.

Aufgabe U-3.

a) Wegen der Vielzahl der moglichen Rechenwege gebe ich nur die Ergebnisse an: Es ist

det A = 24,
det B = —6,
det C' = —1.

b) Esist

det(—A) = (—1)* - det A = —24,
det(AAT) = det(A) et(AT) = det(A) - det(A) = 24 = 576
det(BC) = det(B) - det(C) = —6 - (—1) = 6.

Aufgabe U-4. Wieder gibt es viele mogliche Rechenwege; ich gebe nur einen ersten empfehlenswerten
Schritt vor und iiberlasse dann die weitere Rechnung der Leserin bzw. dem Leser:

01111
10111
detA=1-2-3-4-5-det|1 1 0 1 1
11101
1 1110

= 5! (...wilde Rechnung...)
=51-4=120-4 = 4K0.

In Verallgemeinerung dieser Aufgabenstellung stelle ich die folgende

Weihnachts-Preisaufgabe: Fiir die eleganteste Herleitung einer allgemeinen Formel fiir die Determinante
der n X n-Matrix

o1 1 ... 1
1 0 1 ... 1

1 .
Do . S|
11 ... 1 0

(»die Einheitsmatrix nach Vertauschung von Nullen und Einsen®) setze ich hiermit ein Mittagessen in
Institutsnihe aus. Teilnahmeberechtigt sind alle angemeldeten Studenten und Mitarbeiter der Vorlesung;
Einsendeschluf§ (per Email an den Assistenten) ist der 19. Dezember 2014. Es diirfen auch theoretische
Mittel verwendet werden, die in der Vorlesung noch nicht behandelt wurden.



