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Grundlagen der Mathematik I
Losungsvorschlag zum 8. Tutoriumsblatt
Aufgabe 1.

a) Der Trick ist, die Funktion den Wert 2 nicht gerade am Rand des Definitionsbereichs annehmen
zu lassen, also etwa so:

Dies ist im iibrigen der Graph der Funktion
1
f:00,1[ —[0,2], x>—>2—8-(x—§)2:8-(x—x2).

b) Hier miissen wir die Funktion sowohl den Wert 0 als auch den Wert 2 im Inneren des Definitions-
bereichs annehmen lassen:

2**

Konkret habe ich hier die Funktion
g:10,1[—[0,2], =z~ 1+sin(27-x)
genommen.

¢) Hier kann man die Funktion einfach ,geniigend viele® Werte aus der Zielmenge gar nicht nicht
annehmen lassen:




Hier habe ich die Funktion

8

1
h:|—-1,1 1 - — =
L1101, zo 53

genommen (der Nenner 5 wurde gewihlt, weil dann das Bild besonders schon wird; im Prinzip
funktioniert jeder reelle Nenner > 2).

Aufgabe 2.

a) Beispielsweise liefert die Vorschrift f(x) := 2x eine injektive Funktion Z — Z, die nicht surjektiv
ist. (Beweis der Injektivitit: Aus 221 = 25 folgt 1 = 5. Beweis der Nicht-Surjektivitit: Nur f
nimmt nur gerade Werte an, also beispielsweise nicht den Wert 1.)

b) Eine Méglichkeit ist eine Vorschrift wie

(2) = z—1 fallsz > 1,
TE =, falls 2 < 0.

Diese Abbildung ist nicht injektiv (denn g(1) = 0 = ¢(0)), aber surjektiv (fiiry > Oist g(y+1) =
y, firy < 0ist g(y) = ).

Eine andere Méglichkeit ist Verwendung des Abrundeoperators; ich erinnere daran, dafl |a] die
grofite ganze Zahl < a bezeichnet: Die Vorschrift

=[5

liefert eine Funktion Z — Z, die surjektiv ist (fiir jedes y € Z ist g(2y) = y), jedoch nicht injektiv
(esist g(0) =0 = g(1)).

Aufgabe 3. Wir suchen zu beliebig vorgegebenem (a,b) € Z X Z ein Paar (z,y) € Z X Z mit
f(z,y) = (a,b). Aber es gilt

f(x,y) = (a,b)

(3x — 4y, 4z — by) = (a, b)

3r —4y =a) N (4dx — by =0b) (erste von zweiter Gleichung abziehen)
3r—4y=a) N (x —y=0b—a) (zweite dreifach von erster Gleichung abziehen)
—y=4a—3b) N (r—y=>b—a)

y=3b—4a) N (z=4b— 5a),

111ty
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also ist (z,y) := (4b—>5a, 3b—4a) ein solches Paar (das ist die Richtung ,<=" in der obigen Rechnung),
und zwar das einzig mogliche (das ist die Richtung ,=—="). Ersteres zeigt, daf§ f surjektiv ist, zweiteres,

dal f injektiv ist, und zwar ist f~!(a, b) = (4b — 5a, 3b — 4a).

Aufgabe 4. Um die storenden Betragsstriche in der Definition von f zu umgehen, betrachten wir zwei
Einschrinkungen von f, nimlich

f+ Ry = [0,1], f(2) =

sowie

f-:R™ —=]-1,0[, f(z)=




Es gilt also f(z) = fi(z) firallez > 0 und f(x) = f_(x) fiir alle z < 0. Man beachte auch die
angegebenen Zielmengen von fi und f_, die kleiner gewihlt wurden als diejenige von f (aber immer
noch zulissige Abbildungen ergeben!).

Ich behaupte, daff sowohl f; als auch f_ bijektiv sind. Was das mit der Bijektivitit von f zu tun hat,
darum kiimmern wir uns spiter; beweisen wir erst einmal diese Behauptung. Dazu verfahren wir genau
wie in Aufgabe 3.

e Zu beliebig vorgegebenem y € [0, 1] suchen wir ein € R{ mity = f(z). Es gilt aber

fi(x) =y
< < =
1+:p_y
— z=y-(1+2)
= z-(1-y)=y
< ZL‘:L.
-y

Da 1% firy € [0, 1[ tatsichlich in R{ liegt, folgt genau wie in Aufgabe 3 aus dieser Rechnung,
dafl f bijektiv ist, und dafl

)=

f T

+

gilt.
e Zu beliebig vorgegebenem y € |—1, 0 suchen wir ein x € R™ mity = f_(z). Es gilt aber

f-(z) =y

xXr
< =y
11—z
— z=y - (1—2)
— - (l4+y)=y
o x:L.
1+y

Da %y fir y € ]—1, 0] tatsichlich in R~ liegt, folgt wie vorhin, daf§ f_ bijektiv ist, und dafl

f- ) = ﬁ

gilt.

Was folgt daraus nun iiber die Funktion f?

Die Surjektivitit von f folgt tatsichlich aus der Surjektivitit von f1 und f_, denn f trifft nun die ganze
Menge [0, 1] U |—1,0] = |—1, 1], was zu zeigen war.

Fiir die Injektivitit von f ist dagegen die Injektivitit sowohl von fy als auch von f_ zwar norwendig,
jedoch nicht hinreichend.! Hier miissen wir etwas mehr arbeiten; der entscheidende Punkt ist die Beob-
achtung, dafl die Zielmengen von f; und f_ leeren Schnitt haben. Im einzelnen geht das Argument
$0:

Sind 71, 75 € R mit f(x1) = f(z2), so gibt es mehrere Moglichkeiten: Liegen x;, 5 beide in Ry oder
beide in R™, so folgt ; = 3 wegen der Injektivitit von f, bzw. f_. Der Fall, daff z; € R{ und
xg € R~ gilt (oder umgekehrt), kann aber nicht eintreten: Denn dann wire f(z1) = fi(z1) € [0, 1]

'"Man mache sich das klar anhand der Funktion R — R, z + 2, die sicher nicht injektiv ist, jedoch injektive Ein-
schrinkungen auf R§ und R~ hat.



und f(z2) = f_(x2) € |—1,1], was wegen f(z1) = f(x2) nicht sein kann. — Also ist in jedem Fall
1 = To, d.h. f ist injektiv.

Insgesamt ist also f bijektiv, und es gilt

% falls y € [0, 1],
Ty =< "y
m fallsyE]—l,O[

= firalley € |—1,1].
1y yel-11]

Man kann auch direkt so wie in Aufgabe 3 verfahren und die (wohl unvermeidliche) Fallunterscheidung etwas spiter
vornehmen. Das sieht dann so aus:
Zu beliebig vorgegebenem y € |—1, 1] suchen wir z € R mit f(z) = y. Aber es gilt

flz) =y

x _
11z Y
= z=y-(1+]z|).

Wie sich diese Aquivalenzenkette (die fiir alle # € R und y € ]—1, 1] gilt) weiter umformen Lif¢, hiingt vom Vorzeichen
von z ab:

= (x>0Az=y-1+2)V (<0 A zx=

(z>0nz-(1-y)=y) Vv (
<— <x20/\xL) \% <x§0/\xi)
1—y 1+y

In beiden Teilausdriicken kann man nun « > 0 durch y > 0 (und < 0 durch y < 0) ersetzen, denn die Gleichung
T = ﬁ erzwingt wegen 1 £ y > 0, daff 2 und y das gleiche Vorzeichen haben:

<~

L= <y20/\z1y—y) \% <y§0/\xi)

14y
<= <y20/\z Y >\/<y§0/\xL)
1=yl 1 -yl
Yy
= TrT=—".
1 -yl

Genau wie in Aufgabe 3 zeigt nun die Richtung ,,<=", daf§ f surjektiv ist, und die Richtung ,==, dafl f injektiv ist,
und insgesamt ist fiir alle y € |—1, 1]

-1 _ Y

(Ubrigens hat die Aufgabe auch eine Moral, nimlich die — durchaus ein wenig iiberraschende — Existenz
einer Bijektion zwischen R und |—1, 1)



