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Algebra — Wie man Zwischenkorper berechnen kann

Es sei K C L eine endliche Galoiserweiterung mit Galoisgruppe G. Wie kann man den Fixkorper L fiir
eine Untergruppe H C G konkret berechnen? Ich gebe einige Methoden an; Beispiele finden sich in der
Losungsskizze zu Aufgabe 2 von Blatt 12.

1. Moglichkeit: Sammeln und Gradvergleich. Man kennt den Grad von L iiber K, und zwar ist [L7 :
K] = [G : H]. Man muf also nur geniigend viele Elemente ay,...,a, € L zusammensuchen, dafl
[K(ay,...,a,): K] =[G : H]ist, und dann ist L = K(ay, ..., a,).

2. Maglichkeit: Sammeln und Untergruppenvergleich. Man sucht so viele Elemente ay, ..., a, € LY,
dafl man von Hand nachpriifen kann: Ein Automorphismus o € G, der ay, .. ., a, fixiert, liegt bereits in
H. Dann folgt L7 = K(ay,...,a,). (Denn nach Konstruktion fixiert jedes Element von H die a;, also ist
Gal(L/K(a,...,a,)) = H = Gal(L/L"), woraus die Behauptung folgt.)

3. Moglichkeit: Spurmethode. Wihle ein K-Erzeugendensystem (z.B. eine Basis) by, ..., b, von L. De-
finiere die H-Spur als Abbildung Try : L — L, x + Y __, 0(x). Falls [H]| kein Vielfaches der Cha-
rakteristik ist, wird dann L (sogar als K-Vektorraum) erzeugt von Try(b1), ..., Try(b,). (Denn Try ist
genau die Spur der Galoiserweiterung L/ L™ nach Vorlesung ist Try K-linear mit Bild in LT, und die
Einschrinkung auf L ist die Multiplikation mit [L : L] = |H|; also folgt Try (L) = L, falls | H| # 0 in
K ist.)

4. Moglichkeit: Mit primitivem Element. Ist a € L ein primitives Element, d.h. L = K(a), gilt L¥ =
K(ay,...,a,), wenn ay, . .., a, die Koeffizienten des Polynoms [[ ., (X — o(a)) € L[X] sind. (Fiir die
Begriindung siche die Zusatzaufgabe von Blatt 12.)

5. Moglichkeit: Lineares Gleichungssystem. Wihle eine K'-Basis 0y, ..., b, von L. Ein allgemeines Ele-

ment € L hat dann die Form z = a;b; + - - - + a,b,, mit eindeutig bestimmten ay, ...,a, € K. Man
berechnet den allgemeinen Ausdruck fiir o(z) fiir alle 0 € H; die Bedingung o(z) = z fiiralle o € H
liefert dann ein lineares Gleichungssystem fiir die a4, . . . , a,,, das man explizit 15st.

Wer noch andere Verfahren kennt, kann mir gerne einen Erginzungsvorschlag zukommen lassen (persénlich
oder per Mail).



