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Algebra — Losungsideen zum 9. Ubungsblatt

Aufgabe 1.

i) Zunichst hat v/2 sicher das Minimalpolynom X? — 2 iiber Q (die Irreduzibilitit sicht man etwa mit
Eisenstein). Die dritte Einheitswurzel ¢ := €37 ist Nullstelle von X3 —1 = (X—1)(X?+X+1),und
wegen ¢ # 1 damit Nullstelle des (etwa durch Reduktion modulo 2 als irreduzibel zu enttarnenden)
Polynoms X? + X + 1. Der Gesamtgrad von Q C Q(+/2) € Q(v/2,¢) = K ist dann nach dem
Gradsatz entweder 6 oder 3, je nachdem, ob die zweite Erweiterung noch Grad 2 oder nur noch Grad
1 hat. Letzteres kann aber nicht sein, denn Q(v/2) C R, aber K = Q(v/2,¢) ¢ R.

Eine andere Art, das einzusehen, ist der folgende Trick: Im Diagramm von Inklusionen
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haben die beiden linken Inklusionen Grad 3 bzw. 2, so dafl der Gesamtgrad nach dem Gradsatz so-
wohl durch 3 als auch durch 2 teilbar sein mufi. (Das geht allgemein, wenn man zwei Elemente von
teilerfremdem Grad adjungiert.)

ii) Die Nullstellen von X3 — 2 sind v/2, ¢ 2, ¢? /2. Diese liegen sicherlich alle in K5 andererseits wird
K wegen ¢ = ((¥/2)/+/2 auch von ihnen erzeugt, d.h. K ist Zerfillungskorper des Polynoms.

iii) Das ist eine (sogar dquivalente) Umformulierung der Tatsache, dafl /Q (als Zerfillungskérper) nor-
mal ist: zunichst gilt nimlich ¢(K) C K, denn jedes @ € K mit Minimalpolynom f iiber Q wird
durch ¢ auf eine Nullstelle von f abgebildet, aber die liegen alle in K. Aus ¢(K) C K folgt aber dann
©(K) = K, denn ¢ ist als Kérperhomomorphismus injektiv, und injektive Endomorphismen eines
endlichdimensionalen Vektorraums sind bijektiv.
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Aufgabe 2. Eine Bemerkung vorweg: Es ist Z[v/—1] = Z[X]/(X 2 4 1). Damit kann man folgende Iso-
morphie zeigen:

K =Z[\V-1]/(7) =2 (Z/7Z)[X]/(X? + 1).

Es ist also egal, ob man zuerst zu Z eine Wurzel aus —1 hinzufiigt und danach 7 ausdividiert, oder ob man
zuerst zum Korper Z/7Z iibergeht und dann eine Wurzel aus —1 hinzufiigt. Das ist zwar nicht wirklich
essentiell fiir die Losung der Aufgabe, aber fiir die intuitive Vorstellung hilfreich.

i) Da Z[v/—1] ein Hauptidealring ist, geniigt es zu zeigen, dafl 7 in diesem Ring irreduzibel ist. Eine
nichttriviale Faktorisierung 7 = (a + bi)(c+ di) liefert durch Bildung der Norm 49 = (a? + b*)(c* +

d?), und wegen des Wortchens ,nichttrivial* (d.h. keiner der Faktoren ist invertierbar) muff dann



a? 4+ b* = ¢ + d? = 7 sein. Diese Gleichung hat aber keine ganzzahligen Losungen, denn 7 ist keine
Summe zweier Quadratzahlen.!

i) Wegen 7 = 0in K (nach Konstruktion) ist der Primkorper K isomorph zu Z/7Z.

iii) Spitestens jetzt sollte man sich iiberlegen, dafl K = (K;)(a) ist, wobei @ = v/—1 ist mit a* + 1 = 0,
und dieses Polynom ist irreduzibel, da sonst —1 ein Quadrat in Z/77Z wire. Also ist [K : K| = 2.

iv) Ja, denn K ist sogar Zerfillungskorper von X 2 + 1 iiber Ky (die Nullstellen sind @ und —a).

Aufgabe 3.

i) = ii). Ist M/K separabel (d.h. jedes Element von M hat separables Minimalpolynom iiber K), so
sicherlich (,a fortiori“) auch L/K. Etwas mehr argumentieren mufl man fiir die Separabilitit von M/ L: Sei
dazu a € M mit Minimalpolynomen f iiber K und g iiber L. Dann muf aber ¢ | f in L[X] gelten (denn
f € L[X] mit f(a) = 0), und nach Voraussetzung hat f nur einfache Nullstellen. Damit hat aber auch ¢ nur
einfache Nullstellen, d.h. a ist separabel iiber L. (Allgemeiner haben wir gezeigt: Ist ein Element separabel
tiber K, so auch iiber jedem grofleren Kérper. Das werden wir im Folgenden auch 6fters implizit verwenden.)
ii) = 1). Ganz allgemein gile: Ist K C L = K(ay,...,a,) algebraisch, und ist jedes a; separabel iiber
K(ay,...,a;—1),soist K C L separabel. Das wurde in der Vorlesung zwar nicht formuliert, aber bewiesen,
namlich als Folgerung (i) zu Satz I11.4.5. (Dort wird zwar verlangt, daf jedes a; separabel iiber K sei, aber
nur, um sofort daraus zu folgern, daf§ es insbesondere separabel iiber K (ay, ..., a;_1) ist).

Seien nun L/ K und M/ L separabel und @ € M beliebig. Dann hat a separables Minimalpolynom f iiber L;
seien @y, ..., a, € L dessen Koefhzienten. Dann ist a auch separabel iiber K (ay, ..., a,) (denn das Mini-
malpolynom ist auch hier f), und nach dem oben Gesagten ist damit die Erweiterung X' C K (ay, ..., a,,a)
separabel, d.h. a ist separabel tiber K.

Aufgabe 4. Es sei L ein Korper, iiber dem [ zerfille (beispielsweise ein Zerfillungskérper von f). Dann
kann man f = [[_,(X — a;) mit a; € L schreiben, und damit gibt es zu jedem i genau einen K-
Homomorphismus ¢; : K(a) — L mit p;(a) = a;: denn es ist K (a) = K[X]/(f), und der eindeutig
bestimmte Homomorphismus K [X| — L mit X + q; faktorisiert iber K[X]/(f), da f(a;) = 0 ist. — Das

zeigt die Behauptung, und da f separabel ist, sind die a; und damit auch die ¢; sogar paarweise verschieden.

Aufgabe 5. Essei F': L — L der Frobeniushomomorphismus x — z”.

i) Fiir jedes nist K" := {w € L|2?" € K} = (F")"}(K) D K ein Unterkorper (als Urbild eines

Unterkérpers unter einem Kérperhomomorphismus), und K7~ = Un>1 K" ist die Verinigung
einer aufsteigenden (!) Kette von Unterkdrpern, also wieder ein Unterkdrper. — Natiirlich kann man
auch einfach zu Fuf§ (unter Verwendung von F) nachrechnen, daff K7 ™ abgeschlossen unter den
Korperoperationen ist und K enthilt.

ii) Es sei a € L; wir miissen zeigen, daf§ a separabel iiber KP™™ ist. Sei dazu f das Minimalpolynom
von a iiber K. Dann kann man f schreiben als f(X) = fo(X?) mit ¢ = p* fiir ein £ > 0, wobei fo
irreduzibel und separabel ist. Da L /K normal ist, zerfille f iber L; es seien also ay,...,a, € L die
verschiedenen Nullstellen von f (von mir aus a; = a). Dann sind die a] die (verschiedenen, denn der

Frobenius ist injektiv) Nullstellen von fo, also fo = []/_, (X —a) und damic f = []_,(X?—a]) =

"Nach unserer Bemerkung oben hitten wir auch genausogut zeigen kénnen, dafl —1 kein Quadrat im Kérper Z/77Z ist. Ganz
allgemein ergibt sich mit dieser Uberlegung: eine Primzahl p ist genau dann Summe zweier Quadratzahlen, wenn —1 ein Quadrat
in Z/pZ ist. Nun kann man sich relativ leicht iiberlegen, dafl (fiir eine ungerade Primzahl p) —1 genau dann ein Quadrat modulo
pist, wenn (—1)P=1/2 = 1 (mod p) gilt, wenn also (p — 1)/2 eine gerade Zahl ist. Damit haben wir schon fast den folgenden
beriihmten Satz aus der Zahlentheorie bewiesen: Eine ungerade Primzahl p ist genau dann Summe zweier Quadrate, wenn p — 1
durch vier teilbar ist.



¢? mit g = [['_, (X — @;). Nun ist aber a = a1 nach Konstruktion eine Nullstelle von g, aber die
Koeffizienten von g liegen in K7, denn ihre g-ten Potenzen sind die Koeffizienten von f und liegen
damit in K. Also ist a Nullstelle des separablen Polynoms g iiber K¥ ~, und das zeigt die Behauptung.

Aufgabe 6. Wir zeigen zunichst allgemeiner: Ist K ein Kérper der Charakteristik p > 0, und ist a € K
keine p-te Potenz, so ist f = X? — a € K[X] inseparabel und irreduzibel. Die Inseparabilitit folgt aus
f" = 0. Fiir die Irreduzibilitit sei ¢ € K[X] ein (normierter) Faktor von f. In einem Zerfillungskdrper
K’ von f besitzt f eine Nullstelle b, also " = a, und damit gilt f = X? — b? = (X — b)P. Also muf3
g= (X —b)?mit 0 < d < p gelten. Jetzt kann man auf vielerlei Arten argumentieren, etwa so:

i) Der zweithochste Koefhzient von g ist (bis aufs Vorzeichen) d - b € K; wegen b ¢ K nach Vorausset-
zung mufd dann d - 1 = 0 sein, also p | d.

ii) Der konstante Koeffizient von g ist (bis aufs Vorzeichen) b? € K. Wegen 0¥ = a € K gilt fiir die
Untergruppe U :={n € Z|b" € K} vonZ dannd € U, p € U, 1 ¢ U. Nach der Klassifikation der
Untergruppen von Z kénnen dann aber p und d nicht teilerfremd sein, also folgt p | d.

Jedenfalls ergibt sich d = 0 oder d = p, und das heif3t, dafl f irreduzibel ist.

Jetzt kénnen wir die beiden Teilaufgaben bequem lsen:

i) Nach dem schon Bewiesenen ist nur zu zeigen, daf$ 7" keine p-te Potenz in K (T') ist. Andernfalls wiire
aber T' = (r/s)P mit gewissen , s € K[T'], also s*T" = 1P, aber die rechte Seite hat durch p teilbaren
Grad, die linke Seite nicht — Widerspruch.

ii) ,Nur dann®. Ist K vollkommen, so ist jedes irreduzible Polynom iiber K separabel (denn jedes ir-
reduzible Polynom tritt als Minimalpolynom eines geeigneten Elementes eines geeigneten Erweite-
rungskorpers auf). Nach dem oben allgemein Bewiesenen muf dann aber jedes a € K eine p-te
Potenz sein (sonst wire ja X? — a inseparabel und irreduzibel), also ist der Frobenius surjektiv.
slmmer dann“: Es sei f € K[X] ein irreduzibles Polynom; wir miissen zeigen, daf§ f separabel ist.
Schreibe aber f(X) = fo(X9) mit ¢ = p und fy separabel. Ist fy = Z?:o a; X", so bedeutet das
f=30 aX? =30 (06X = (30, b:X")4, wobei die b; € K sind mit b = a; — solche gibt
es, da der Frobenius surjektiv ist. Also ist f eine g-te Potenz in K'[X], aber da f ja irreduzibel ist, folgt
qg=1,dh. f = fo, und f ist separabel.



