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Algebra — 8. ["Jbungsblatt

Aufgabe 1.

i) Es sei p eine Primzahl und R ein Ring der Charakteristik p. Zeige: Die Abbildung F' : R — R,
a — aP, ist ein Ringhomomorphismus (bekannt als Frobenius-Homomorphismus).

ii) Ist K ein endlicher Korper der Charakeeristik p, so ist jedes Element von K eine p-te Potenz. (Man
kénnte etwa Aufgabe 2 i) von Blatt 7 verwenden.)

Aufgabe 2.

i) Zeige durch ein Gegenbeispiel: Sind L/K und M/L normale Kérpererweiterungen, so muff M /K
nicht notwendig normal sein.

ii) Essei K C M eine algebraische Kérpererweiterung mit Zwischenkérpern L und L'. Es sei LL' :=
L(L') = L'(L) das Kompositum von L und L', d.h. der kleinste Unterkérper von M, der L und L'
enthilt. Zeige: Ist L/ K normal, so auch LL'/L'.

Aufgabe 3. Essei K ein Korper und n > 1. Zeige, dafl folgende Aussagen dquivalent sind:

i) Das Polynom X" — 1 € K[X] ist separabel.
ii) n ist kein Vielfaches von char(K).

(Tip fiir i) = ii): Kontraposition und Aufgabe 1 i). — Vorsicht: In der Literatur kursieren mindestens zwei
echt verschiedene Definitionen des Begriffs ,separabel®. Es ist wichtig, die Definition aus der Vorlesung zu
nehmen, wie sie etwa auch bei Bosch verwendet wird.)

Aufgabe 4. Essei ¢ > 1. Beweise den Satz von Moore (1903), der besagt, dafl folgende Aussagen dquivalent
sind:

i) Es gibt einen Kérper mit ¢ Elementen.
ii) q ist eine Primzahlpotenz.

(Starthilfen: Fiir i) == ii) betrachte den Korper als Vektorraum iiber seinem Primkorper. Fiir ii) = 1)
nehme man fiir ¢ = p*, p prim, einen Zerfillungskorper des Polynoms F' = X9 — X iiber Z/pZ und zeige
unter Verwendung von Aufgabe 1 1), daff die Nullstellen von F' einen Korper bilden.)

Zusatzaufgabe. Beweise die folgenden Sitze von Gauf$ (1801):

i) Fiir eine n-elementige Gruppe G sind dquivalent:

(a) G ist zyklisch.
(b) Fiir jedes d | n enthilt G genau eine Untergruppe der Ordnung d.
(c) Fiir jedes d | n enthilt G héchstens eine Untergruppe der Ordnung d.

(Anleitung: Arbeiten muf§ man nur fiir die Implikation (c) = (a). Bezeichne dazu mit ¢ (d) die
Anzahl der Elemente der Ordnung d von GG und zeige:



@ > g, pc(d) = n.
(b) Fiir jedes d | n ist ¢(d) entweder null oder identisch mit ¢z,/4z(d).
(c) Fiirjedes d | n ist pz/az(d) = pz/mz(d).
Meditiere anschliefend iber die Gleichung -, ¢c(d) =n = 3", ¢z/mz(d).)
ii) Ist K ein Kérper und G C K* eine endliche Untergruppe, so ist G zyklisch. (Insbesondere ist also

die Gruppe i, (K) := {z € K| 2™ = 1} der n-ten Einheitswurzeln zyklisch, und ist K endlich, so
ist auch K zyklisch.)

Die Losungen sind bis Dienstag, 15. Dezember 2009, 14 Uhr gebefier im Algebra-Ubungskasten (im 1.
Stock vor der Bibliothek) einzuwerfen. Bitte Namen und Tutoriumsgruppe € {A, ..., G, Z, X} angeben!



