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Algebra — Losungsideen zum 3. Ubungsblatt

Aufgabe 1. Laut Vorlesung sind die Untergruppen von Z/nZ genau die Gruppen dZ/nZ (also die von
d = d+ nZ € Z/nZ erzeugten Untergruppen) fiir d | n. Das liefert also:

i) Fiir Z/7Z nur die ,trivialen“ Untergruppen 7Z/7Z = {0} und Z/7Z,
ii) fiir Z/20Z aufler den trivialen Untergruppen {0} und Z/20Z auch noch 27 /207, 47,/ 20Z, 5Z./ 20Z
und 10Z/20Z,
iii) fiir Z /7297 wegen 729 = 3° die sieben Untergruppen 3'Z /7297 fiir 0 < i < 6.

Aufgabe 2. Essei G = (go), H = (hg) mit ordgy = m = |G|, ordhy = n = |H|. Wir berech-
nen die Ordnung eines Elements (g,h) € G x H: eine Potenz (g, h)" = (g, h*) ist genau dann trivial,
wenn ¢' = eq, h' = ey ist, wenn also ¢ gemeinsames Vielfaches von ord g und ord A ist. Daraus folgt
ord(g, h) = kgV(ord g, ord h). Insbesondere ist die grifite Ordnung eines Elementes von G x H genau
ord(go, ho) = kgV(m,n), denn es gilt ja ord g | ord go und ord h | ord hy fiir alle g € G, h € H. Die
Gruppe G x H, deren Ordnung ja mn ist, ist also genau dann zyklisch, wenn kgV (m, n) = mn ist, und das
ist gleichbedeutend mit ggT(m,n) = 1 ist.

Aufgabe 3.

i) Ist G auflssbar, so auch H. Denn ist {e} = Gy < G ... < G}, = G eine Normalreihe mit abelschen
Quotienten, so setze H; := G; N H. Dann rechnet man nach, daf§ auch {¢} = Hy C --- C H, = H
eine Normalreihe ist, und da die Inklusion H; < G; eine Inklusion von H;/H;_; in die (abelsche)
Gruppe G;/G;_1 induziert, sind die Quotienten auch abelsch. (Hier haben wir nicht benétigt, daf§ H
ein Normalteiler in G ist.)

ii) Ist G auflésbar, so auch G/H. Sei nimlich {e} = Gy < G;... < G,, = G eine Normalrei-
he mit abelschen Quotienten und 7 : G — G/H die kanonische Projektion. Ich behaupte, dafl
{ec/u} = 7(Go) C --- C 7w(G,) = G/H eine Normalreihe mit abelschen Quotienten ist.
Die Normalteilereigenschaft ist nur nachzurechnen; fir die Quotienten beachte, dafy die Abbildung
Gi/Gi-1 — 7(G;)/7(Gis1) ein wohldefinierter surjektiver Homomorphismus ist, also ist mit der
linken auch die rechte Gruppe abelsch.

iii) Sind H und G/H auflésbar, so auch G: Eine Normalreihe mit abelschen Quotienten fiir G/ H liefert
(durch Zuriickziehen entlang der kanonischen Projektion) eine mit /' beginnende Normalreihe mit
abelschen Quotienten in (G, die man an eine Normalreihe fiir ' anftigen kann, um eine Normalreihe
fiir G zu bekommen.

Aufgabe 4. S, ist zweielementig, also abelsch und damit auflésbar (ist G eine abelsche Gruppe, so ist {e} C
G eine Normalreihe mit abelschen Quotienten!). In S3 kennen wir den Normalteiler A, der dreielementig
und damit ebenfalls abelsch ist. Damit ist {id} C A3 C S5 eine Normalreihe mit abelschen Quotienten
(denn S3/Aj ist ja zweielementig und damit wieder abelsch).



Zusatzaufgabe.

i)

Die (Links- oder Rechts-) Nebenklassen einer Untergruppe bilden eine disjunkte Zerlegung der Grup-
pe. Ist H C G Untergruppe vom Index 2, so gibt es genau zwei Nebenklassen; da die eine Nebenklasse
immer H selbst ist, muf§ die andere G \ H sein. Das bedeutet fir g ¢ H,daB gH = G\ H = Hg
ist; fiir g € H ist dagegen gH = H = Hg, also ist H ein Normalteiler.

Eine Beziehung zwischen G und Aut(G) (womit wir jetzt die Gruppe der Gruppenautomorphismen
von GG meinen) ist durch die Konjugationsoperation gegeben: fiir g € G'ist p, : G — G, h +— ghg™,
ein Element von Aut(G), und ¢ : G — Aut(G), g — g, ist ein Gruppenhomomorphismus mit
Kern Z(G). Ist nun Aut(G) zyklisch, so auch jede Untergruppe, insbesondere ¢(G) = G/ Z(G).
Wir miissen also nur zeigen: ist G/Z(G) zyklisch, so ist G abelsch. Sei dazu @ € G Urbild eines
Erzeugers von (G/Z°(G). Dann hat jedes Element von G die Form a* - 2 fiir gewisse k& > 0 und
z € Z (@), aber solche Elemente kommutieren offensichtlich miteinander (und de facto folgt, daf3

G/ % (G) die triviale Gruppe ist).



