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Algebra — Losungsideen zum 10. Gbungsblatt

Aufgabe 1.

i) Eine K-Basis von L ist beispielsweise 1, Vd. Wir miissen die K -lineare Abbildung f : L — L
betrachten mit f(z) = (a + bv/d)z. Esist f(1) = a + bv/d und f(v/d) = bd + a+/d, also erhalten

wir beziiglich der angegebenen Basis die darstellende Matrix

a bd
=07
und nach Definition ist Try i (a + bv/d) = Tr A = 2a und Ny x(a + bV/d) = det A = a® — bd.
ii) Ich schreibe ¢ := /e. Eine K-Basis von F ist 1,¢,&2, und wir betrachten g : F' — F mit g(x) =

(a4 be + ce?)z. Bsist g(1) = a + be + c£2, g(e) = ce + ae + be?, g(e?) = be + cee + ag?. Als
darstellende Matrix ergibt sich also

a ce be
B=|b a cel,
c b «a

also Trp g (a+be+ce?) = Tr B = 3a und Np g (a+be+ce®) = det B = a*+ (b* —3ac)be+c’e*.

Aufgabe 2.

i) Da das Polynom Grad 3 hat, geniigt es zu zeigen, dafl es keine rationale Nullstelle hat. Als Nullstellen
kommen aber nur £1 in Frage, und die sind beide keine. (Hier wurde die folgende, sehr niitzliche
Tatsache verwendet: ist f = a, X™ + -+ + a1 X + a¢ € Z[X] mit ag, a,, # 0, so hat jede rationale
Nullstelle von f die Form a/b mit a | ap und b | a,,. Wer diesen Satz noch nicht kennt, beweise ihn
bitte, am besten gleich in einer verallgemeinerten Fassung fiir beliebige faktorielle Ringe.)

ii) Das geht genau wie in Aufgabe 1: Nach Vorlesung bilden 1, z;, 2 eine Q-Basis von L. Mit p(a) :=
(1 + 2?)a haben wir (1) = 1 + 2%, p(x) = v + 2® = —1, p(2?) = —2 und damit die darstellende

Matrix
-1 0

1
0 0 -1
1 0 0,
wodurch sich die Spur 1 und die Norm 1 ergeben.
Aufgabe 3. Essei L C M eine Korpererweiterung und a € M algebraisch iiber L. Nach Voraussetzung ist

a separabel iiber K, aber das impliziert Separabilitit iiber L (denn das Minimalpolynom iiber L ist ein Teiler
des Minimalpolynoms iiber K, vgl. Losung zu Aufgabe 3 von Blatt 9). Also ist L vollkommen.



Aufgabe 4. Beide Polynome haben Grad m und sind normiert, also geniigt es zu zeigen, dafl f ein Vielfaches
von g := [, (T — a*") ist. Nun ist aber f(T%?) = f(T')? nach dem Satz vom Frobeniushomomorphismus
(und da die Koeffizienten von f im Primkaorper liegen, also beim Frobenius unverindert bleiben), d.h. mit a
sind auch a?, (a?)? = a?’ usw. Nullstellen von f. Wir sind also fertig, wenn wir zeigen, dafl a, a?, . . ., _ap_d_l_
paarweise verschieden sind. Wire aber a” = a”' fiir 0 < i < j < m, so hitten wir wegen a? = (a?’ " )¥'
und der Injektivitit des Frobenius die Bezichung a = a?’ . Damit wire nun a eine Nullstelle von X7 " — X

und hitte damit Grad < j — ¢ iiber P, aber das Minimalpolynom von a ist f vom Grad m > j — 1,
Widerspruch.

Aufgabe 5.

i) Ich biete zwei Argumente an, eines konkret und eines abstrakter.

(a) Durch Induktion nach %k (mit einem geeigneten Induktionsanfang, wobei ich persénlich den
Extremfall £ = 0 bevorzuge) reduziert man auf den Fall £ = 2, der da lautet: Sind ord(a)
und ord(b) teilerfremd, so ist ord(ab) = ord(a) - ord(b). In dieser Gleichung ist ,<“ (sogar
»|“) ohne jede Voraussetzung an die Ordnungen von a und b korreke. Ist aber (ab)® = 1, so folgt
insbesondere a® = b™¢; da ganz allgemein ist die Ordnung einer Potenz eines Elementes ein Teiler
der Ordnung des Elementes selbst ist, mufl die Ordnung von a® = b™¢ also ein gemeinsamer
Teiler von ord(a) und ord(b) und damit 1 sein. Also folgt a® = b=¢ = 1, d.h. e ist durch ord(a)
und ord(b) und damit durch ord(a) - ord(b) teilbar, womit die noch fehlende Ungleichung
gezeigt ist.

(b) Es sei n; := ord(a;) und n := [, n,;. Es gibt genau cinen Gruppenhomomorphismus ¢ :
1, Z/nZ — G mit (eq,...,e;) — [, a. Das Bild von ¢ enthilt alle a;, muf also

eine durch alle n; und damit durch n teilbare Ordnung haben; also hat es genau n Elemente,
d.h. @ ist injektiv. Aber es ist (1,...,1) = Hle a;, und (1,...,1) hat die Ordnung n nach
dem chinesischen Restsatz (denn es ist das Bild von 1 unter dem Isomorphismus Z/nZ —

Hle Z/n;Z). Das zeigt die Behauptung.

ii) Ist a; ein Element der Ordnung p;" fiir alle 7, so hat a := H;Zl a; nach Teil i) die Ordnung n, ist
also ein Erzeuger von G, d.h. G ist zyklisch. — Alternativ kénnte man mit den Sylowschen Sitzen
argumentieren: Da G abelsch ist, gibt es zu jedem Primteiler von |G| nur eine einzige Sylowsche
Untergruppe, und daraus folgt mit etwas Arbeit, daff G direktes Produkt seiner Sylow-Untergruppen
ist. Nach Voraussetzung sind diese aber zyklisch, und nach dem chinesischen Restsatz folgt, daff auch

G zyklisch ist.

Aufgabe 6. Das geht wie Aufgabe 2 von Blatt 9. Um zu zeigen, dafl K ein Kérper ist, muff man zeigen, daf3
d irreduzibel in Z[i] ist (was im Fall, dafl d eine Primzahl in Z ist, dquivalent dazu ist, daf§ —1 kein Quadrat
in Z/dZ ist). Um das zu tun, verwenden wir wieder die ,Norm* N (a + bi) = a* + b* (das ist tatsichlich die
Norm Ng g (a + bi) oder Nyi/o(a + bi)), von der wir schon wissen: z = a + bi € Z[y/—1] ist genau dann
invertierbar, wenn N (z) = 1 ist; vgl. die Lésungen zu Aufgaben 3 und 4 von Blatt 5.)

i) Wire 3 nicht irreduzibel, so gibe es nicht-invertierbare z,w € Z[i] mit zw = 3 mit folgt 9 =
N(2)N(w), also N(z) = N(w) = 3. Aber die Gleichung a? + b* = 3 hat keine ganzzahligen
Losungen, Widerspruch. Also ist 3 irreduzibel, d.h. K ist ein Korper. — Die Charakteristik von K
ist die eindeutig bestimmte Primzahl, die in K zu null wird, und 3 wird sicher zu null. Also ist der
Primkérper P = 7Z/37Z. Aulerdem zeigt man wie in Aufgabe 2 von Blatt 9, daf§ K aus P durch
Adjunktion einer Wurzel aus —1 entsteht, und damit folge [K : P] = 2.



ii)

iii)

Dieser Fall ist sogar einfacher, denn N (144) = 2 ist prim, so daf$ aus zw = 144, also N(z)N(w) = 2
sofort N(z) = 1 oder N(w) = 1 folgt. — Auflerdem ist 2 = (1 + i)(1 — ¢) ein Vielfaches von
d =1+ 4, wird also null, d.h. der Primké&rper ist P = Z/27.. Auflerdem behaupte ich P = K: denn
jedes Flement von K hat die Form z = a + bi mit a, b € Z, aber wegen i = —1 folgt 2 = a — b € P.
Insbesondere ist also [K : P] = 1.

Der Fall geht genau wie der letzte, und als Primkérper bekommt man Z/5Z und wieder [K : P] = 1
(Wegeng = —2).

Aufgabe 7. Jetzt kommen leider die abstrakteren Geschichten.

i)

ii)

Ich zeige zuerst eine niitzliche allgemeine Tatsache: Ist L/K eine normale Erweiterung und K ein
algebraischer Abschluf von K, so ist jeder K-Homomorphismus ¢ : L — K in Wirklichkeit ein
Automorphismus von L iiber K; insbesondere gibt es von beiden Arten von Abbildungen genau gleich
viele. Aber fiir jedes a € L ist p(a) € L (denn ¢(a) mufl eine Nullstelle des Minimalpolynoms von a
sein, und die liegen alle in L), also ist ¢ schon einmal ein K-Homomorphismus L — L. Ist [L : K]
endlich, und das ist der fiir uns wichtige Fall, so folgt daraus schon die Bijektivitit, und wir sind fertig.1
Um jetzt |Aut(L/K)| zu bestimmen, muf§ man also nur die {-Homomorphismen L — K zihlen.
Das ist zum einen schon in der Vorlesung gemacht — es gibt genau d = [L : K] Stiick, wie behauptet
—, aber man kann es sich mit dem Satz vom primitiven Element auch noch einmal iiberlegen: Nach
diesem gibt es ein @ € L mit L = K(a), und das Minimalpolynom von a hat genau d verschiedene
Nullstellen in K. Aber die K -Homomorphismen L — K sind genau dadurch bestimmt, daf§ a auf
eine dieser Nullstellen von f abgebildet wird, also gibt es d solche Homomorphismen.

Nach dem, was wir in (i) bemerkt haben, geniigt es, die Formeln

Nyk(x) = H o(x) und Trpg(x) = Z o(z)
o:L—K o:L—K

zu beweisen, und diese sind sogar fiir beliebige endliche separable Erweiterungen richtig. Fiir die Spur
wurde das in der Vorlesung gezeigt, und der gleiche Beweis funktioniert auch fiir die Norm; ich fiihre
ihn trotzdem noch einmal vor — doppelt (und vielleicht auch: leicht unterschiedlich!) erklirt lernt sich
besser.

Die Idee ist, die Kérpererweiterung zu zerlegen in K C K (x) C L. Nach der Transitivititsformel fiir
die Norm gilt

Niie (@) = Niwy © Nigieo () 2 Ny (%) = (N (2)°
mit e = [L : K(x)], wobei wir in (%) die Formel fiir die Norm eines Elements des Grundkérpers
verwendet haben.
Nun gilt ja N/ (z) = 1,507 o(2) nach Vorlesung.” Wir sind also fertig, wenn wir zei-
gen: Jeder K-Homomorphismus K (z) — K ist Einschrinkung von genau e verschiedenen K-
Homomorphismen L — K. Das ist aber (fast) genau Satz [11.4.9 der Vorlesung.

'Interessiert einen der allgemeine Fall, so muff man ein anderes Argument bemiihen, zum Beispiel dieses: Sei @ € L mit
Minimalpolynom f iiber K, und es sei X C L die Nullstellenmenge von f. Dann induziert ¢ eine Abbildung X — X, die (wie
 selbst) injektiv ist. Aber X ist endlich, also ist diese Abbildung auch surjektiv, d.h. es gibt ein € X mit ¢(x) = a. Das zeigt
die Surjektivitdt von ¢ : L — L.

2Denn die rechte Seite ist das Produke aller Nullstellen, also + der konstante Term des Minimalpolynoms f von z iiber K.
Daf§ dieser mit der Norm auf der linken Seite tibereinstimmt, wurde in der Vorlesung durch Angabe einer konkreten darstellenden

Matrix bewiesen; ein abstrakterer Beweis ist der folgende: N (,)/x (2) ist die Determinante, also £ der konstante Term des
charakteristischen Polynoms ¢ der Abbildung ¢, : K(z) — K(x), a — xa. Nun ist aber nach Cayley—Hamilton 0 = g(p,) =
©g(z)> woraus g(x) = 0 folgt, und damit ist g ein Vielfaches von f. Vergleich der Grade zeigt g = f, also folgt die Behauptung.
(Vgl. zu dieser Technik auch den Losungsvorschlag zur Zusatzaufgabe von Blatt 7.)



Aufgabe 8.

i) Kérperhomomorphismen sind injektiv, also kann man die Frage umformulieren: kann es in einer se-
parablen Erweiterung K C L einen Zwischenkérper F' geben, der inseparabel iiber K ist? Nein, nach
einer Aufgabe vom letzten Ubungsblatt, oder direkt: Separabilitit ist eine Aussage iiber alle Elemente
von L, die deshalb auch fiir Zwischenkorper gilt.

ii) Ja, beispielsweise konnte ja L einfach der separable Abschluf von K in F sein.
iii) In i) dndert sich nichts. In ii) dagegen sehr wohl: jedes Element von M \ K ist inseparabel iiber K,
also mufl ein Homomorphismus L — M Bild in K haben, und das geht nur, wenn K = L ist.



