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Lineare Algebra II — Losungsskizzen zu Ubungsblatt 9

Aufgabe 1.

Sei V ein euklidischer Raum und U < V ein R-linearer Unterraum. Erinnern Sie sich daran,
dass die Abbildung ®: V' — V'V die v auf die Linearform (v, —) abbildet, ein Isomorphismus
ist. Beweisen Sie, dass ®(v)|y = 0, wenn und nur wenn v € U+,

Losung.
Nehmen wir zuerst an, dass ®(v)|y =0, d.h., Vu € U gilt:

0= (®(v))(u) = (v,u).
Aber danmnv € Ut ={w €V |[Vue U (u,w) = 0}.
Nehmen wir jetzt an, dass v € U+, d.h., Vu € U gilt:

0= (v,u) = ((v))(u).
Aber dann ®(v)|y = 0.

Aufgabe 2.

1. Seien U, V' R-Vektorrdume und ¢: U — V ein R-Monomorphismus. Sei ( , ) ein Ska-
larprodukt auf V' und betrachten Sie ¢*(( , )): U x U — R, so dass ¢*((u,v)) :=
(p(u), p(v)). Beweisen Sie, dass ¢*(( , )) ein Skalarprodukt auf U ist.

2. Seien (U, (, )vu), (V,{, )v) euklische Rdumen der Dimension dimU = dim V' = n. Be-
weisen Sie, dass ein R-linearer Isomorphismus ¢: U — V existiert, so dass ¢*((, )v) =

<7 >U-

Bemerkung: Mit anderen Worten alle euklidischen Rdume gleicher Dimension sind #so-
metrisch.

Losung.

1. Wir miissen beweisen, dass ¢*(({ , )) die Axiome des Skalarprodukts erfiillt. Es ist klar,
dass ¢*((, )) symmetrisch ist:

¢ (v, w)) = (p(v), p(u)) = (p(u), p(v)) = ¢ ({4, v)).

Bilinearitéat folgt durch

" ((u, VA +wp)) = (p(u), (A +wp)) = (p(u), p(V)A + p(w)p) =
= (p(u), () A + (p(u), p(w))p = ©" ({u, V) A + " ((u, w)) .



2.

Es ist auch klar, dass ¢*((, )) nicht-negativ ist:

" ((u, u)) = (p(u), p(u)) = 0,

und 0 = ¢*((u,u)) = (p(u), p(u)), wenn und nur wenn @(u) = 0. Aber ¢ ist ein
Monomorphismus, d.h. ¢(u) = 0, wenn und nur wenn v = 0. Mit anderen Worten:
©*((, )) ist positiv definit.

Wie Sie schon aus der Vorlesung wissen, gibt es eine orthonormale Basis e1, ..., e, von
U und eine orthonormale Basis vy, ..., v, von V. Betrachten wir eine lineare Abbildung
p: U =V, die e; auf v; abbildet fiir alle 1 <14 < n. Dann

" (e, ej)v) = (plei), plej))v = (vi,vj)v = dij = (€, €5)us
und deshalb gilt fiir beliebige u = )" | e;a; und v/ = Y1 | e;b; € U:

" ((u,u')v) = ¢* <Z €z‘aiyz€jbj> =3 o ((eiej)v) - aib; =
=1 =1

v i=1 j=1
—ZZ €i, €5)U - a;b; —<ZelaZ,Ze] > (u, v’y
i=1 j=1 U
Aufgabe 3.
Fir v = (z1,...,2,)" € R" betrachten Sie [|v]|1 = Y1y |zil, [[v]le = max{|z1],..., |znl},

und die standard euklidische Norm |[|v|]z = (3", \:L'Z-|2)1/2

1.
2.

Beweisen Sie, dass || ||1, || |2, || || Normen auf R™ sind.

Bezeichnen Sie mit B®) (u,r) = {v € R" | ||v — u||, < r} die Kugel mit Zentrum u und
Radius r, die || ||, entspricht, p = 0, 1, c0. Zeichnen Sie die Einheitskugeln B (”)(0, 1) fur
n=2.

Beweisen Sie, dass ¢p(u,v) := ||Ju + v||127 - ||u||127 - ||v||}27 nicht bilinear ist fiir p = 1,00
(mit anderen Worten diese Normen sind nicht euklidisch).

Beweisen Sie, dass [|v[|1 > [|v]|2 > [|v]|oo > 2[|v]|1 fiir alle v € R™.

Beweisen Sie, dass fiir alle p,q € {1,2,00} es eine Familie von Kugeln B®) (uy,74) fiir
a € A gibt, so dass
U B ua,ra

acA
Bemerkung: Mit anderen Worten die Topologien, die diese Normen definieren, sind
gleich.

Losung.

1.

Wir miissen beweisen, dass || ||; und || ||s die Axiome der Norm erfiillen.

Fir v = (21,...,2,)" € R" gilt nach Definition, |[v||; = Y1 |z;| > 0 und [[v||; = 0,
wenn und nur wenn z; = 0 Vi, d.h. v = 0. Ahnlich ||v||s = max{|z1],...,|zs|} > 0 und
[|v|]oo = 0, wenn und nur wenn v = 0.

Sei a € R. Dann [jv - ally = 3, [oi - af = 30 [l - |of = ol - 220, || = [of - [[v]h-
Ahnlich
[l alloo = max{|z1 - al,..., |z, - @]} = max{|z1| - ||, ..., |xn| - ||} =

= |af - max{la],..., [zal} = o] - |[v][o-



Zum Schluss fiir w = (y1,...,yn)" € R™ haben wir |z; + y;| < |@;| + |y;|, und deshalb

n n
o+ wllv =Y lzi + il <Y Jwil + lyil = [Jolly + [[w]]1,

=1 =1
und
|’v+w||00 = max{|x1 +yl,a"' ) |xn +yn|} = ’xio +yi0| < |xi0| + |yi0’ <
< max{|z1],..., @[} + max{|y1],.. ., [ynl} = V]| + [|0]]co-

. Fiir p = oo besteht die Einheitskugel aus (z,y) € R?, sodass —1 <2z <1lund -1 <y <
1.
Fiir p = 1 betrachten wir getrennt vier Viertel der Ebene. Fiir z,y > 0 haben wir

r+4+y <1, fir y <0 <z haben wir z — y < 1, fiir z,y < 0 haben wir —z —y < 1, und
fiir £ <0 <y haben wir y —x < 1.

H——p=o00

\71):2

Z

. Fiir p = 1 bemerken wir, dass

A(0)-6)=16)
A ((G)- @) =l

Ahnlich fiir p = 00

e <(—11/2) | (3))) - H (—12/2>

2
=32-2°-1°=4,

=IOE-16)
“lem-1e)

;_ H<—11/2>

2 1
:12—12—127é—§-4.

1

)6

2
=22 12 -12=2,

aber
(e 0) B A T I
. Fiir v = (z1,...,2,)" € R" haben wir

d.h. |[v]|? > ||v]|3. Ahnlich

d.h. ||v||3 > ||v]|%. Zum Schluss

n - max {|zil} > |l

1<i<n

dh. [Pl > 3l

- n



5. Nach “4.” gibt es ¢ € Ry, so dass ||v|[, > ¢ ||[v]|, fiir alle v € R™.

Fiir u € B (0,1) bezeichnen wir ¢ = &, := (1 —|lully) > 0. Dann B@(u,e) C
B@(0,1). In der Tat fiir v € B (u,¢) haben wir

lollg = llu+ (v =w)llg < [fullg + [l = ully <[lullq +e=1~-e¢.

Aber dann B®)(u,c-¢) C B9 (u,e) € B@(0,1). In der Tat fiir v € BP)(u, c- ) haben
wir
coe > llo—ully > - llo - ull,

Deshalb € > |[v — u|, und v € B (u,¢).

Dann auch
U BPue-e) < BOW),
u€B(@(0,1)

aber Yu € B@(0,1) gilt auch u € B®)(u,c¢-g,) C Uue@(0,1) B®(u,c-e,).

Aufgabe 4.

Sei K ein Korper, char K # 2, V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und ¢: VxV — K
eine symmetrische K-bilineare Abbildung. Nehmen Sie an, dass die Abbildung V — V'V, die
v € V auf die Linearform ¢(v,—) € V" abbildet, ein Isomorphismus ist (in diesem Fall wird
¢ nicht ausgeartet genannt).

1. Beweisen Sie, dass es eine Basis v1,...,v, von V gibt, so dass ¢(v;,v;) = 0 fiir i # j
(eine solche Basis wird orthogonal genannt).

2. Fiir K = R beweisen Sie, dass es eine Basis v, ..., v, von V gibt so dass |p(v;, vj)| = ;.

Losung.

1. Wir beweisen zuerst, dass es einen Vektor vy € V' gibt, so dass ¢(vg, v9) # 0. In der Tat,
e(u+v,u+v) =(u,u) + 2¢(u,v) + ¢(v,v),

und deshalb (u, v) = 3 (¢ (utv, u+v) —p(u, u)—p(v,v)) (wir benutzen hier char K # 2).
Wenn also ¢(v,v) = 0 fiir alle v € V', dann auch ¢(u,v) = 0 fiir alle u, v € V', aber dann
ist ¢ ausgeartet.

Bezeichnen wir vy~ := {u € V| ¢(u,vg) = 0} und beweisen wir jetzt, dass V = (vg) vy
In der Tat fiir v € V bezeichnen wir ¢ = ¢(v,vg)/¢(vo, v9) € K. Dann ¢(v—cvg, vg) = 0,
d.h. v — cvg € vg. Aber v = cvg + (v — cvp) oder mit anderen Worten V' = (vg) + vj.
Nehmen wir jetzt v € (vg) Nvg. Dann v = avyg und 0 = @(v,v) = aw(vo,vp). Das ist
nur méglich, wenn a = 0, weshalb (vg) Nvg- = 0.

Beweisen wir jetzt, dass ¢| ot ebenfalls nicht ausgeartet ist. Da vy~ und (vy)" die gleiche

Dimension haben, ist es genug zu zeigen, dass ®: vé- — (U(J)‘)V ein Monomorphismus ist.

Nehmen wir an, dass es u € vol gibt, so dass ®(u) = 0, mit anderen Worten fiir jedes
u' € vy gilt o(u,u’) = 0. Aber p(u,vg) = 0, da auch u € vi. Da V = (vg) @vg, schliefen
wir, dass wir fiir jedes v € V schreiben konnen v = v + cvg fiir v’ € UOL, c € K, und
deshalb

o(u,v) = o(u,u’ + cvg) = @(u, u’) + cp(u,vg) = 0.

Da ¢ nich ausgeartet ist, schliefen wir, dass uv = 0.

Als letztes beweisen wir per Induktion nach n = dim V', dass V eine orthogonale Basis
hat. Der Fall “n = 1” ist klar.



Da g0|v0L nicht ausgeartet ist, gibt es eine orthogonale Basis vi,...,v,-1 von UOL nach
Induktionsahnnahme. Dann ist vy, ..., v,—_1, vy, := vg eine Basis von V, da V' = (vg) @vd'
und sie ist orthogonal, da v; € vé- fiir ¢ < n.

. Sei vy, ..., v, eine orthogonale Basis wie in “1.” Nach Konstruktion ¢(v;, v;) # 0 fir alle
i. Sei u; == v;//|p(vi, v;)|. Dann

1
’90(%'7%”

o(vi,v;) = 1.

o(ui,u;) = @ (vi/\/\w(vi,w)\, Ui/\/\@(vz‘,vi)\) =

Es ist aber klar, dass u; auch orthogonal sind.



