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Aufgabe 1.
Sei V ein euklidischer Raum und U ≤ V ein R-linearer Unterraum. Erinnern Sie sich daran,
dass die Abbildung Φ: V → V ∨, die v auf die Linearform ⟨v,−⟩ abbildet, ein Isomorphismus
ist. Beweisen Sie, dass Φ(v)|U = 0, wenn und nur wenn v ∈ U⊥.

Aufgabe 2.

1. Seien U , V R-Vektorräume und φ : U → V ein R-Monomorphismus. Sei ⟨ , ⟩ ein Ska-
larprodukt auf V und betrachten Sie φ∗(⟨ , ⟩) : U × U → R, so dass φ∗(⟨u, v⟩) :=

⟨φ(u), φ(v)⟩. Beweisen Sie, dass φ∗(⟨ , ⟩) ein Skalarprodukt auf U ist.

2. Seien (U, ⟨ , ⟩U ), (V, ⟨ , ⟩V ) euklische Räumen der Dimension dimU = dimV = n. Be-
weisen Sie, dass ein R-linearer Isomorphismus φ : U → V existiert, so dass φ∗(⟨ , ⟩V ) =
⟨ , ⟩U .
Bemerkung: Mit anderen Worten alle euklidischen Räume gleicher Dimension sind iso-
metrisch.

Aufgabe 3.
Für v = (x1, . . . , xn)

t ∈ Rn betrachten Sie ||v||1 =
∑n

i=1 |xi|, ||v||∞ = max{|x1|, . . . , |xn|},
und die standard euklidische Norm ||v||2 =

(∑n
i=1 |xi|2

)1/2.
1. Beweisen Sie, dass || ||1, || ||2, || ||∞ Normen auf Rn sind.

2. Bezeichnen Sie mit B(p)(u, r) = {v ∈ Rn | ||v − u||p ≤ r} die Kugel mit Zentrum u und
Radius r, die || ||p entspricht, p = 0, 1,∞. Zeichnen Sie die Einheitskugeln B(p)(0, 1) für
n = 2.

3. Beweisen Sie, dass φp(u, v) := ||u + v||2p − ||u||2p − ||v||2p nicht bilinear ist für p = 1,∞
(mit anderen Worten diese Normen sind nicht euklidisch).

4. Beweisen Sie, dass ||v||1 ≥ ||v||2 ≥ ||v||∞ ≥ 1
n ||v||1 für alle v ∈ Rn.

5. Beweisen Sie, dass für alle p, q ∈ {1, 2,∞} es eine Familie von Kugeln B(p)(uα, rα) für
α ∈ A gibt, so dass

B(q)(0, 1) =
⋃
α∈A

B(p)(uα, rα).

Bemerkung: Mit anderen Worten die Topologien, die diese Normen definieren, sind
gleich.

Aufgabe 4.
Sei K ein Körper, V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und φ : V × V → K eine
symmetrische K-bilineare Abbildung. Nehmen Sie an, dass die Abbildung V → V ∨, die v ∈ V

auf die Linearform φ(v,−) ∈ V ∨ abbildet, ein Isomorphismus ist (in diesem Fall wird φ nicht
ausgeartet genannt).



1. Beweisen Sie, dass es eine Basis v1, . . . , vn von V gibt, so dass φ(vi, vj) = 0 für i ̸= j

(eine solche Basis wird orthogonal genannt).

2. Für K = R beweisen Sie, dass es eine Basis v1, . . . , vn von V gibt so dass |φ(vi, vj)| = δij .


