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Lineare Algebra II – Lösungsskizzen zu Übungsblatt 8

Aufgabe 1.
Bestimmen Sie die Jordan-Normalform und eine Jordan-Basis der Matrix

A =


−2 3 1 2 1

0 −2 −4 1 1

0 0 −2 1 −1

0 0 0 0 −2

0 0 0 2 −4

 ∈ M5(C).

Lösung.

Erinnern wir uns daran, dass det

(
A B

0 C

)
= det(A) · det(C), insbesondere

χA(X) = −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−2−X 3 1 2 1

0 −2−X −4 1 1

0 0 −2−X 1 −1

0 0 0 −X −2

0 0 0 2 −4−X

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= −(−2−X)3 ·
∣∣∣∣−X −2

2 −4−X

∣∣∣∣ = (X + 2)3(X2 + 4X + 4) = (X + 2)5.

Jetzt bestimmen wir die Jordan-Normalform N von A. Erinnern wir uns auch daran, dass
dimKer(A+ 2E) = dimKer(N + 2E) gleich der Anzahl der Jordan-Blöcke ist. Aber

A+ 2E =


0 3 1 2 1

0 0 −4 1 1

0 0 0 1 −1

0 0 0 2 −2

0 0 0 2 −2


und die Lösungsmenge des Gleichungssystem (A+ 2E)X = 0 ist


x

−7y/6

y/2

y

y

 , x, y ∈ C


und hat Dimension 2. Deshalb kann N entweder

N1 =


−2 1 0 0 0

0 −2 1 0 0

0 0 −2 1 0

0 0 0 −2 0

0 0 0 0 −2

 oder N2 =


−2 1 0 0 0

0 −2 1 0 0

0 0 −2 0 0

0 0 0 −2 1

0 0 0 0 −2





sein. Bemerken wir aber, dass

(N1 + 2E)2 =


0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0


2

=


0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0


und dimKer(N1 + 2E)2 = 5− rk(N1 + 2E)2 = 3, aber

(N2 + 2E)2 =


0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 1

0 0 0 0 0


2

=


0 0 1 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0


und dimKer(N2 + 2E)2 = 4. Folglich, um zu entscheiden, ob N = N1 oder N = N2, können
wir dimKer(A+ 2E)2 = dimKer(N + 2E)2 berechnen. Aber

(A+ 2E)2 =


0 3 1 2 1

0 0 −4 1 1

0 0 0 1 −1

0 0 0 2 −2

0 0 0 2 −2




0 3 1 2 1

0 0 −4 1 1

0 0 0 1 −1

0 0 0 2 −2

0 0 0 2 −2

 =


0 0 −12 10 −4

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0


und somit N = N2.

Jetzt müssen wir eine Basis B = {v1, . . . , v5} finden, so dass [A]B = N , d.h. Av1 = −2v1,
Av2 = −2v2 + v1, Av3 = −2v3 + v2, Av4 = −2v4, Av5 = −2v5 + v4.

Nehmen wir zuerst einen Vektor v3 ∈ C5 \ Ker(A + 2E)2, zum Beispiel, v3 = e3. Dann
v2 = (A+ 2E)v3 = e1 − 4e2 und v1 = (A+ 2E)2v3 = −12e1.

Jetzt nehmen wir als v5 einen Vektor aus Ker(A+2E)2 \Ker(A+2E), der von v1, v2, v3 linear
unabhängig ist, zum Beispiel, v5 = 2e4 + 5e5. Dann v4 = (A+ 2E)v5 = (9, 7,−3,−6,−6)t.

Aufgabe 2.

1. Sei A ∈ M2(R), so dass χA(X) ∈ R[X] irreduzibel ist. Beweisen Sie, dass es eine Basis

B von R2 gibt, so dass A eine Matrix der Form
(
a −b

b a

)
in dieser Basis hat, für a ∈ R,

b ∈ R \ 0.
Hinweis: Betrachten Sie A als eine komplexe Matrix.

2. Sei V ein endlich dimensionaler R-Vektorraum und f : V → V ein halbeinfacher Endo-
morphismus. Beweisen Sie, dass es eine Basis B von V gibt, so dass [f ]B blockdiagonale

Gestalt hat, die aus 1 × 1 Blöcken und 2 × 2 Blöcken der Form
(
ai −bi
bi ai

)
für ai ∈ R,

bi ∈ R \ 0, i ∈ N, besteht.

Lösung.

1. Da χA(X) ∈ R[X] irreduzibel ist, hat es zwei komplexe Nullstellen λ ∈ C \ R und
λ ̸= λ. Sei v ∈ C2 ein Eigenvektor von A zum Eigenwert λ. Dann Av = Av = λv.
Deshalb ist v ein Eigenvektor von A, der zu λ gehört, und B = {v, v} ist eine Basis



von C2, so dass [A]B = diag(λ, λ). Schreiben wir v1 := (v − v)/2i = Im(v) ∈ R2 und
v2 := (v + v)/2 = Re(v) ∈ R2, sowie λ = a+ bi. Dann

Av1 =
1

2i
(Av −Av) =

1

2i
(λv − λv) = Im(λv) = a · Im(v) + b · Re(v) = av1 + bv2,

und ähnlich

Av2 =
1

2
(Av +Av) =

1

2
(λv + λv) = Re(λv) = a · Re(v)− b · Im(v) = −bv1 + av2.

Mit anderen Worten A hat die Matrix
(
a −b

b a

)
in der Basis v1, v2 von R2.

2. Erinnern wir uns daran, dass f : V → V halbeinfach ist, wenn und nur wenn das Mi-
nimalpolynom von f quadratfrei ist. Schreiben wir µf (X) =

∏m
i=1 Pi(X) als Produkt

verschiedener irreduzibler Pi(X) ∈ R[X]. Dann ist V =
⊕m

i=1KerPi(f) und es genügt
zu zeigen, dass alle KerPi(f) Basen haben, so dass die f |KerPi(f) die gewünschte Form
in diesen Basen haben. Mit anderen Worten können wir annehmen, dass µf (X) ∈ R[X]

irreduzibel ist.

Dann hat µf (X) entweder Grad 1 oder Grad 2. Wenn µf (X) Grad 1 hat, d.h. µf (X) =

X − λ für λ ∈ R, dann f = λ · id und f ist diagonal in jeder Basis.

Nehmen wir jetzt an, dass µf (X) Grad 2 hat, und A eine Matrix von f in einer beliebigen
Basis ist. Dann hat A zwei komplexe Nullstellen λ ∈ C \ R und λ ̸= λ, und muss über
C somit diagonalisierbar sein.

Da µA(X) und χA(X) die gleichen irreduziblen Teiler haben, schließen wir, dass χA(X) =

µA(X)k, und über C muss eine Basis existieren, so dass die Matrix von A in dieser
Basis diag(λ, . . . , λ︸ ︷︷ ︸

k

, λ, . . . , λ︸ ︷︷ ︸
k

) ist. Nehnmen wir k linear unabhängige komplexe Eigen-

vektoren v1, . . . , vk von A. Dann sind v1, . . . , vk auch linear unabhängig und deshalb ist
v1, . . . , vk, v1, . . . , vk eine Basis von Eigenvektoren. Offensichtlich ist dann

Im(v1),Re(v1), . . . , Im(vk),Re(vk)

auch eine Basis und nach “1.” hat A in dieser Basis die gewünschte Forme.

Aufgabe 3.
Sei K ein Körper, V ein K-Vektorraum der Dimension n und f : V → V ein nilpotenter
Endomorphismus. Betrachten Sie die Folge verallgemeinerter Eigenräume für f :

0 ̸= Ker(f) ⊊ Ker(f2) ⊊ . . . ⊊ Ker(fm−1) ⊊ Ker(fm) = V

(vgl. Aufgabe 4 von Tutoriumsblatt 7) und setzen wir ki := dimKer(f i). Beweisen Sie, dass
2ki ≥ ki+1 + ki−1.
Beispiel: Für n = 3, m = 2 impliziert die obige Ungleichung, dass dimKer(f) = 2.

Lösung.
Betrachten wir Ui+1 ≤ Ker(f i+1), so dass Ui+1 ⊕ Ker(f i) = Ker(f i+1), und eine Basis
v1, . . . , vαi+1 von Ui+1, wobei αi+1 = ki+1 − ki. Dann sind f(v1), . . . , f(vαi+1) auch line-
ar unabhängige Vektoren aus Ker(f i) \ Ker(f i−1). Außerdem, wenn eine Linearkombinati-
on

∑αi+1

j=1 aj · f(vj) ∈ Ker(f i−1), dann
∑αi+1

j=1 aj · vj ∈ Ker(f i) ∩ Ui+1 = 0 und deshalb
aj = 0 ∀ j. Dann ist die Summe von Ker(f i−1) und ⟨f(v1), . . . , f(vαi+1)⟩ direkt von Dimensi-
on ki−1 + αi+1 ≤ ki. Mit anderen Worten

ki ≥ ki−1 + αi+1 = ki−1 + ki+1 − ki.



Aufgabe 4.
Sei K ein Körper, V ein K-Vektorraum der Dimension n und f1, . . . , fn paarweise kommutie-
rende nilpotente Endomorphismen von V . Beweisen Sie, dass f1 ◦ . . . ◦ fn = 0.
Hinweis: Beweisen Sie zuerst, dass fi gleichzeitig trigonalisierbar sind.

Lösung.
Beweisen wir zuerst über Induktion nach k, dass k paarweise kommutierende nilpotente En-
domorphismen f1, . . . , fk von V einen gleichzeitigen Eigenvektor v ∈ V haben.

Betrachten wir U := Ker(fk), dann fi(U) ⊆ U . In der Tat für u ∈ U haben wir fk(fi(u)) =

fi(fk(u)) = fi(0) = 0, mit anderen Worten fi(u) ∈ U . Dann haben nach Induktionsannahme
f1|U , . . . , fk−1|U einen gleichzeitigen Eigenvektor v ∈ U \ 0, aber alle nicht-trivialen Vektoren
aus U sind Eigenvektoren für fk.

Beweisen wir jetzt über Induktion nach n = dimV , dass k paarweise kommutierende nilpotente
Endomorphismen f1, . . . , fk von V gleichzeitig triagonalisierbar sind.

Betrachten wir ein gleichzeitigen Eigenvektor v1 ∈ V für f1, . . . , fk, und U := ⟨v1⟩. Da fi(U) =

0 ⊆ U für alle i, induzieren die fi wohldefinierte Endomorphismen gi : V/U → V/U . Nach
Induktion gibt es eine Basis w2, . . . , wn, so dass alle gi in dieser Basis Dreiecksmatrizen haben.
Betrachten wir beliebige Urbilder vi ∈ V von wi für 2 ≤ i ≤ n. Dann ist v1, . . . vn eine Basis
von V und alle fi haben in dieser Basis Dreiecksmatrizen. In der Tat, da gi(wj) =

∑j
t=2wtatj

für atj ∈ K, schließen wir, dass

fi(vj)−
j∑

t=2

vtatj ∈ U = ⟨v1⟩.

Mit anderen Worten fi(vj) −
∑j

t=1 vtatj für a1j ∈ K. Das bedeutet, dass fi in der Basis
v1, . . . , vn eine Dreieckmatrix hat.

Betrachten wir jetzt eine Basis B von V , so dass alle fi Dreiecksmatritzen Ai in dieser Basis ha-
ben. Da die fi nilpotent sind, sind die Ai strikte Dreiecksmatritzen, d.h., ihre Diagonalelemete
sind 0.

Sei jetzt A eine strikte Dreiecksmatrix und B eine strikte Dreiecksmatrix, die auch k Nulldia-
gonalen oberhalb der Hauptdiagonale hat. Beweisen wir, dass AB eine strikte Dreiecksmatrix
ist, die k + 1 Nulldiagonalen oberhalb der Hauptdiagonale hat.

In der Tat schreiben wir A = (aij), B = (bij) und AB = (cij). Dann aij = 0 für i ≥ j und
bij = 0 für i+ k ≥ j. Nehmen wir an, dass i+ k + 1 ≥ j. Dann

cij =

n∑
t=1

aitbtj =
∑

t≥j−k

aitbtj +
∑

t≤j−k−1

aitbtj ,

aber i ≥ j − k − 1 nach Ahnnahme und deshalb sind beide Summen gleich 0.

Jetzt bekommen wir nach Induktion, dass A1 · . . . ·Ak eine strikte Dreiecksmatrix ist, die k−1

Nulldiagonalen oberhalb der Hauptdiagonale hat, deshalb A1 · . . . ·An = 0.


