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Lineare Algebra II — Losungsskizzen zu Ubungsblatt 8

Aufgabe 1.
Bestimmen Sie die Jordan-Normalform und eine Jordan-Basis der Matrix
—2 3 1 2 1
0 -2 -4 1 1
A=10 0 -2 1 —1|eM;(C).
0 0 0 0 -2
0 0 0 2 —4
Losung.
B
Erinnern wir uns daran, dass det < 0 C) = det(A) - det(C), insbesondere
-2-X 3 1 2 1
0 -2—-X —4 1 1
xa(X)=—| 0 0 —2-X 1 1 | =
0 0 0 -X -2
0 0 0 2 —4-X
3 |—X -2 3/ y2 5
=—(-2-X)"- 9 _4_X:(X—I—2) (X*+4X +4) = (X +2)".

Jetzt bestimmen wir die Jordan-Normalform N von A. Erinnern wir uns auch daran, dass
dim Ker(A + 2F) = dimKer(N + 2E) gleich der Anzahl der Jordan-Blocke ist. Aber

03 1 2 1

00 —4 1 1
A+2E=10 0 0 1 -1
00 0 2 =2
00 0 2 =2
und die Losungsmenge des Gleichungssystem (A + 2E)X = 0 ist
x
—Ty/6
y/2 |, z,yeC
Yy
Yy

und hat Dimension 2. Deshalb kann N entweder

-2 1 0 0 O -2 1 0 0 O
0 -2 1 0 O 0 -2 1 0 O
Ni=]10 0 -2 1 0 oder No=|0 0 -2 0 O
0o 0 0 -2 0 0 0 0 -2 1
0o 0 0 0 =2 0O 0 0 0 =2



sein. Bemerken wir aber, dass

01000 00100
00100 00010
(NMi+2E¥?=[0 001 0] =[0 000 0
00000 00000
00000 00000

und dim Ker(Ny + 2E)? = 5 — rk(N; + 2E)? = 3, aber

2

01000 00100
00100 00000
(Ny+2E)? =0 00 0 0] =0 0000
00001 00000
00000 00000

und dim Ker(Ny + 2FE)? = 4. Folglich, um zu entscheiden, ob N = Nj oder N = Ny, kénnen
wir dim Ker(A + 2E)? = dim Ker(N + 2E)? berechnen. Aber

03 1 2 1 03 1 2 1 0 0 —12 10 —4
00 —4 1 1 00 —4 1 1 00 O 0 0
A+282=|0o0 0 1 —1|foo 0o 1 —1|]=f0o0 0 0 o
00 0 2 —-2[]00 0 2 =2 00 0 0 O
00 0 2 -2 00 0 2 -2 00 O 0 0
und somit N = Ns.
Jetzt miissen wir eine Basis B = {vi,...,v5} finden, so dass [A]g = N, d.h. Av; = —2uvy,

Avg = —2u9 + vy, Avg = —2v3 + v9, Avg = —2vy4, Avs = —2v5 + v4.

Nehmen wir zuerst einen Vektor vz € C°\ Ker(A + 2E)?, zum Beispiel, v3 = ez. Dann
vy = (A+2E)vg = e1 — 4ey und vy = (A + 2E)%v3 = —12e;.

Jetzt nehmen wir als vs einen Vektor aus Ker(A+2E)?\Ker(A+2FE), der von vy, v2, vg linear
unabhiingig ist, zum Beispiel, v5 = 2e4 + 5es. Dann vy = (A + 2E)vs = (9,7, -3, —6, —6)".

Aufgabe 2.

1. Sei A € Ma(R), so dass xa(X) € R[X] irreduzibel ist. Beweisen Sie, dass es eine Basis

B von R? gibt, so dass A eine Matrix der Form (Z "
beR\O.

Hinweis: Betrachten Sie A als eine komplexe Matrix.

) in dieser Basis hat, fir a € R,

2. Sei V ein endlich dimensionaler R-Vektorraum und f: V' — V ein halbeinfacher Endo-
morphismus. Beweisen Sie, dass es eine Basis B von V' gibt, so dass [f]s blockdiagonale

Gestalt hat, die aus 1 x 1 Blocken und 2 x 2 Blécken der Form (Zl _abl> fir a; € R,
7 (2
b € R\ 0, i € N, besteht.

Losung.

1. Da xa(X) € R[X] irreduzibel ist, hat es zwei komplexe Nullstellen A € C\ R und
XA # X Sei v € C? ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A\. Dann A7 = Av = M.
Deshalb ist 7 ein Eigenvektor von A, der zu A gehort, und B = {v,v} ist eine Basis



von C2, so dass [A]g = diag(A, \). Schreiben wir v; := (v — v)/2i = Im(v) € R? und
vo := (v+70)/2 = Re(v) € R?, sowie A\ = a + bi. Dann

1 1 _
Avy = 2—2.(141) — Av) = Q—i()\v — A7) =Im(M\) = a-Im(v) + b Re(v) = avy + bug,
und dhnlich
1 1 _
Avg = Q(Av + Av) = 5()\1} + Av) = Re(Mv) = a- Re(v) — b-Im(v) = —bv; + avs.
Mit anderen Worten A hat die Matrix <Z _ab) in der Basis vy, vo von R2.

2. Erinnern wir uns daran, dass f: V — V halbeinfach ist, wenn und nur wenn das Mi-
nimalpolynom von f quadratfrei ist. Schreiben wir pp(X) = [[;%, Pi(X) als Produkt
verschiedener irreduzibler P;(X) € R[X]. Dann ist V = ;" | Ker P;(f) und es geniigt
zu zeigen, dass alle KerP;(f) Basen haben, so dass die f |Kerp,(f) die gewiinschte Form
in diesen Basen haben. Mit anderen Worten koénnen wir annehmen, dass p1¢(X) € R[X]
irreduzibel ist.

Dann hat p¢(X) entweder Grad 1 oder Grad 2. Wenn p¢(X) Grad 1 hat, d.h. pup(X) =
X —Afir A € R, dann f = X -id und f ist diagonal in jeder Basis.

Nehmen wir jetzt an, dass ps(X) Grad 2 hat, und A eine Matrix von f in einer beliebigen
Basis ist. Dann hat A zwei komplexe Nullstellen A € C\ R und A # A, und muss iiber
C somit diagonalisierbar sein.

Da p14(X) und x 4(X) die gleichen irreduziblen Teiler haben, schlieffen wir, dass x4 (X) =
pa(X )k, und iiber C muss eine Basis existieren, so dass die Matrix von A in dieser

Basis diag(),..., A\, A, ..., A) ist. Nehnmen wir k linear unabhingige komplexe Eigen-
—— ——
k k
vektoren v1,...,vr von A. Dann sind ¥y, ..., 7 auch linear unabhéngig und deshalb ist
V1,...,V,V1,...,U; eine Basis von Eigenvektoren. Offensichtlich ist dann

Im(vl)v Re(vl)v s 7Im(vk)7 Re(vk)
auch eine Basis und nach “1.” hat A in dieser Basis die gewiinschte Forme.
Aufgabe 3.

Sei K ein Korper, V' ein K-Vektorraum der Dimension n und f: V — V ein nilpotenter
Endomorphismus. Betrachten Sie die Folge verallgemeinerter Eigenrdume fiir f:

0 # Ker(f) C Ker(fQ) C...C Ker(fmfl) C Ker(f™) =V

(vgl. Aufgabe 4 von Tutoriumsblatt 7) und setzen wir k; := dim Ker(f*). Beweisen Sie, dass
2k; > kiy1 + ki,
Beispiel: Fir n = 3, m = 2 impliziert die obige Ungleichung, dass dim Ker(f) = 2.

Losung.
Betrachten wir U;y1 < Ker(fi*!), so dass U;11 @ Ker(f') = Ker(f**!), und eine Basis
V1y-- Vo, von Ujpr, wobel aiqyq = ki1 — ki Dann sind f(vy),..., f(va,,,) auch line-

ar unabhiingige Vektoren aus Ker(f?) \ Ker(f"~1). AuRerdem, wenn eine Linearkombinati-
on Z?‘fll aj - f(v;) € Ker(f=1), dann Zjajll aj - v; € Ker(f') NUj+1 = 0 und deshalb
a;j = 0Vj. Dann ist die Summe von Ker(f*!) und (f(v1),..., f(va,,,)) direkt von Dimensi-

on ki—1 + aj+1 < k;. Mit anderen Worten

ki > ki1 + ait1 = ki1 + kiv1 — k.



Aufgabe 4.

Sei K ein Korper, V' ein K-Vektorraum der Dimension n und fi, ..., f, paarweise kommutie-
rende nilpotente Endomorphismen von V. Beweisen Sie, dass fio...o f, =0.

Hinweis: Beweisen Sie zuerst, dass f; gleichzeitig trigonalisierbar sind.

Losung.
Beweisen wir zuerst tiber Induktion nach k, dass k paarweise kommutierende nilpotente En-
domorphismen fi,..., fr von V einen gleichzeitigen FEigenvektor v € V haben.

Betrachten wir U := Ker(fy), dann f;(U) C U. In der Tat fir u € U haben wir fi(fi(u)) =
fi(fe(w)) = f:(0) = 0, mit anderen Worten f;(u) € U. Dann haben nach Induktionsannahme
filus- -, fr—1]u einen gleichzeitigen Eigenvektor v € U \ 0, aber alle nicht-trivialen Vektoren
aus U sind Eigenvektoren fiir f.

Beweisen wir jetzt iiber Induktion nach n = dim V', dass k paarweise kommutierende nilpotente
Endomorphismen fi,..., fir von V gleichzeitig triagonalisierbar sind.

Betrachten wir ein gleichzeitigen Eigenvektor v1 € V fur fi,..., fx, und U := (v1). Da f;(U) =
0 C U fir alle ¢, induzieren die f; wohldefinierte Endomorphismen g;: V/U — V/U. Nach
Induktion gibt es eine Basis wo, ..., w,, so dass alle g; in dieser Basis Dreiecksmatrizen haben.
Betrachten wir beliebige Urbilder v; € V' von w; fiir 2 < ¢ < n. Dann ist vy, ... v, eine Basis
von V und alle f; haben in dieser Basis Dreiecksmatrizen. In der Tat, da g;(w;) = Z{ZQ Wiy
fir a;; € K, schliefen wir, dass

J
fi(v;) — thatj eU = (v1).
t=2

Mit anderen Worten f;(v;) — Z{Zl viay; fir a;; € K. Das bedeutet, dass f; in der Basis
V1, ...,V eine Dreieckmatrix hat.

Betrachten wir jetzt eine Basis B von V| so dass alle f; Dreiecksmatritzen A; in dieser Basis ha-
ben. Da die f; nilpotent sind, sind die A; strikte Dreiecksmatritzen, d.h., ihre Diagonalelemete
sind 0.

Sei jetzt A eine strikte Dreiecksmatrix und B eine strikte Dreiecksmatrix, die auch k& Nulldia-
gonalen oberhalb der Hauptdiagonale hat. Beweisen wir, dass AB eine strikte Dreiecksmatrix
ist, die k£ + 1 Nulldiagonalen oberhalb der Hauptdiagonale hat.

In der Tat schreiben wir A = (a;5), B = (b;j) und AB = (¢;;). Dann a;; = 0 fiir ¢ > j und
bjj = 0 fiir i + k£ > j. Nehmen wir an, dass i + k + 1 > j. Dann

n
Cij = E aitby; = E a;itbyj + E aitby;,
t=1 t>j—k t<j—k—1

aber ¢ > j — k — 1 nach Ahnnahme und deshalb sind beide Summen gleich 0.

Jetzt bekommen wir nach Induktion, dass Aj -...- A eine strikte Dreiecksmatrix ist, die k —1
Nulldiagonalen oberhalb der Hauptdiagonale hat, deshalb A; -...- A, = 0.



