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Aufgabe 1.
Bestimmen Sie die Jordan-Normalform und eine Jordan-Basis der Matrix

A =


−2 3 1 2 1

0 −2 −4 1 1

0 0 −2 1 −1

0 0 0 0 −2

0 0 0 2 −4

 ∈ M4(C).

Aufgabe 2.

1. Sei A ∈ M2(R), so dass χA(X) ∈ R[X] irreduzibel ist. Beweisen Sie, dass es eine Basis

B von R2 gibt, so dass A eine Matrix der Form
(
a −b

b a

)
in dieser Basis hat, für a ∈ R,

b ∈ R \ 0.
Hinweis: Betrachten Sie A als eine komplexe Matrix.

2. Sei V ein endlich dimensionaler R-Vektorraum und f : V → V ein halbeinfacher Endo-
morphismus. Beweisen Sie, dass es eine Basis B von V gibt, so dass [f ]B blockdiagonale

Gestalt hat, die aus 1 × 1 Blöcken und 2 × 2 Blöcken der Form
(
ai −bi
bi ai

)
für ai ∈ R,

bi ∈ R \ 0, i ∈ N, besteht.

Aufgabe 3.
Sei K ein Körper, V ein K-Vektorraum der Dimension n und f : V → V ein nilpotenter
Endomorphismus. Betrachten Sie die Folge verallgemeinerter Eigenräume für f :

0 ̸= Ker(f) ⊊ Ker(f2) ⊊ . . . ⊊ Ker(fm−1) ⊊ Ker(fm) = V

(vgl. Aufgabe 4 von Tutoriumsblatt 7) und setzen wir ki := dimKer(f i). Beweisen Sie, dass
2ki ≥ ki+1 + ki−1.
Beispiel: Für n = 3, m = 2 impliziert die obige Ungleichung, dass dimKer(f) = 2.

Aufgabe 4.
Sei K ein Körper, V ein K-Vektorraum der Dimension n und f1, . . . , fn paarweise kommutie-
rende nilpotente Endomorphismen von V . Beweisen Sie, dass f1 ◦ . . . ◦ fn = 0.
Hinweis: Beweisen Sie zuerst, dass fi gleichzeitig trigonalisierbar sind.


