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Aufgabe 1.
Sei K ein Koérper, V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und f: V — V ein Endomor-
phismus, so dass f2 = —Idy.

1. Nehmen wir an, dass dim V' ungerade ist. Beweisen Sie, dass es A € K gibt, so dass
=1

2. Sei K ein Unterkorper von R. Beweisen Sie, dass dim V' gerade ist.

3. Sei K = C. Beweisen Sie, dass f diagonalisierbar ist.
Hinweis: Benutzen Sie 1 = §(X —4) — §(X + 1), um zu beweisen, dass jedes Element
v € V eine Summe der Eigenvektoren von f ist, die zu ¢ oder —i gehoren.

Losung.

1. Sein := dim V ungerade. Da f? = —Idy, schliefen wir, dass det(f?) = det(—Idy ). Aber
det(—Idy) = (—1)" = —1, weil n ungerade ist und det(f?) = det(f)?. Deshalb haben
wir fiir A := det(f), dass A\? = —1.

2. Wenn dim V ungerade ist, gibt es A € K, so dass A2 = —1. Aber K C R und iiber den
reellen Zahlen ist diese Gleichung unlésbar. Der Widerspruch zeigt, dass dim V' gerade

sein muss.
3. Dal= (X —i)— 4(X +1), haben wir auch Idy = £(f —i-Idy) — 4(f +i-Idy). Dann
fiir jedes v € V bezeichnen wir mit vy := £(f —i-Idy)(v) und vy := —%(f 4+ -Idy)(v).

Es ist klar, dass

(f i Tdv) (o) = 27 +i-Tay)(f i - Tdv)(v) = 27+ Tdv)(0) =

Mit anderen Worten vy ist entweder 0 oder ein Eigenvektor von f zum FEigenwert —i.
Ahnlich ist vy entweder 0 oder ein Eigenvektor von f zum Eigenwert i. Da v beliebig
war, haben wir bewiesen, dass

V =Ker(f —i-Idy) @ Ker(f + - Idy).

Dann nehmen wir eine beliebige Basis by, ...,bs von Ker(f — i - Idy) und ein beliebige
Basis bst1,...,b, von Ker(f + i -Idy). Wir schlieen, dass by, ..., bs, bst1,...,b, eine
Basis von V ist und f die darstellende Matrix diag(,...,4,—1,...,—4) in dieser Basis
hat.

Aufgabe 2.

Sei K ein Korper, V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum, f: V — V ein diagonalisierba-

rer Endomorphismus und Ay, ..., A, alle Eigenwerte von f, so dass \; = A\; = ¢ = j. Berechnen

Sie das minimale Polynom p¢(X) von f.



Losung.
Beweisen wir zuerst, dass alle Eigenwerte A; Nullstelle von pf(X) sind. Betrachten wir ein
Eigenvektor v # 0, der zu A; gehért. Dann 0 = py(f)v = pp(Aj)v. Das ist nur moglich, wenn

pg(Aj) = 0.

Setzen wir P(X) = []i_;(X — X;;). Wir zeigen, dass ps(X) = P(X).

Da f diagonalisierbar ist, gibt es eine Basis b1,...,b, von V, die aus Eigenvektoren von f
besteht. Sei by zum Eigenwert A; gehérend. Dann

P(f)be = [ JT(f = Xi-1dv) | (f = ;- Idy)by, = 0.
i#j

Da k beliebig war, haben wir P(f) = 0. Daraus schliefen wir, dass p(X) | P(X).

Aufgabe 3.

Sei p € N eine Primzahl, K ein Kérper und a € K\ K? = K \ {2 | z € K}. Beweisen Sie,
dass XP — a irreduzibel in K[X] ist.

Hinweis: Betrachten Sie einen Faktor Q(X) von X? —a und V := K[X]/Q(X).

Losung.

Nehmen wir an, dass XP —a = Q(X) - R(X), 1 < degQ(X) =: d < p, und definieren wir
V= K[X]/Q(X). Sei f: V — V der Endomorphismus von V', der durch Multiplikation mit
X induziert wird.

Da Q(f) = 0, haben wir auch fP —a-Idy = Q(f) - R(f) = 0, d.h., fP = a-Idy. Dann
det(f)? = a? (insbesondere, det(f) # 0). Da p eine Primzahl ist, gibt es u, v € Z, so dass
up + vd = 1. Dann

(a* - det(f)")" = a"(det(f)?)" = a(a?)” = a""*" = a.

Aber dann a € KP und der Widerspruch zeigt, dass X? — a irreduzibel ist.

Aufgabe 4.
Sei p € N eine Primzahl, L ein Unterkérper von C und o: L — L ein nicht-trivialer Korper-
automorphismus, so dass ¢P = Idy,. Sei

K:={zeL|o(x)=ux},

und nehmen Sie an, dass ¢ := e2™/? € C zu K gehért.
1. Beweisen Sie, dass K ein Unterkorper von L ist.

2. Betrachten Sie ¢ als K-Endomorphismus von L und beweisen Sie, dass jedes = € L eine
Summe der Eigenvektoren von o ist, die zu ¢?, i = 0,...,p — 1 gehoren.
Hinweis: Benutzen Sie Polynome P;(X) := [, .;(X — ¢") und argumentieren Sie &hnlich
wie in Aufgabe 1 (3).

3. Beweisen Sie, dass dimg L = p.
Hinweis: Beweisen Sie, dass es einen Eigenvektor v € L\ K gibt und betrachten Sie die
Multiplikation mit v.

4. Beweisen Sie, dass es a € K gibt, so dass L = K[X|/(X? — a) als Korper.

Losung.



1. Da o ein Korperautomorphismus ist, gilt fiir z, y € K
olx+y)=ocx)+oly) =x+y und olx-y)=o(x) oly) =z-y.

Ahnlich gilt o(—z) = —0(z) = —z und o(z71) = o(z)"! = 271, 0(0) = 0, o(1) = 1.
Somit ist K ein echter Unterkorper.

2. Betrachten wir das Ideal I < K[X], das durch die Polynome P;(X), 0 < j < p erzeugt
wird. Da jedes Ideal von K[X] ein Hauptideal ist, gibt es G(X) € K[X], so dass [ =
(G(X)). Da G(X) | P;(X), muss es ein Produkt aus Konstanten und linearen Faktoren
(X — (%) sein fiir i # j. Aber, da j beliebig war, schliefen wir, dass G(X) konstant ist.
Mit anderen Worten: I = R insbesondere 1 € I, d.h. 3Q;(X), so dass

p—1

1= Pi(X)Q;(X).

i=1

Dann gilt auch Id;, = Zf;ll Pj(0)Qj(0). Sei z € L und setzen wir z; := Pj(0)Q;(0)(z).
Es ist klar, dass

(0 =X -1dp)(z;) = (0 = A -1dL) Pj(0)Q;(0)(x) = (0¥ —1d1)Q;(0)(z) = 0,

d.h., z; ist entweder 0 oder ein Eigenvektor von o, der zu A; gehort.
3. Sei L; := Ker(o — ¢*-1dz). Dann Ly = K und Zf;ol L; = L nach Teilaufgabe 2.
Da o nicht die Identitét ist, gilt K # L. Nehmen wir x € L\ K und zerlegen wir

x =) x; flir x; € L. Da x ¢ K, gibt es mindestens ein v := x; # 0 fiir j > 0 in dieser
Zerlegung.

Es ist aber klar, dass fiir y € L; gilt v-y € Li4;:

o(v-y) = owaly) =¢v-Cy,

d.h., Multiplikation mit v induziert einen Homomorphismus von L; nach L; ;. Ahnlich
Multiplikation mit v~! induziert einen Homomorphismus von L;y; nach L;.

Wir haben bewiesen, dass L; = L;;; als K-Vektorraumer fiir jedes ¢, insbesondere
LonggLng...

Da 1 < j <p—1 invertierbar mod p ist, schliefen wir dass K = Lo = L1 = ... = L,_;.
Aber da L; Eigenrdume sind, die zu verschiedenen Eigenwerten gehoren, ist die Summe
L =YY" L; direkt, d.h., [ = K®P,

4. Wir haben in Teilaufgabe 3 insbesondere bewiesen, dass a := vP € Ly = K. Betrachten
wir jetzt den Ringhomomorphismus K[X] — L, der X auf v abbildet. Dieser indu-
ziert einen Ringhomomorphismus ¢: K[X]/(X? —a) — L. Wir haben auch in Tei-
laufgabe 3 gesehen, dass v’ L;; erzeugt. Deshalb ist ¢ surjektiv. Aber ¢ ist auch ein
K-Homomorphismus und K[X]/(X? — a) und L haben die gleiche K-dimension p. Es
folgt, ¢ ist ein Isomorphismus.



