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Aufgabe 1.
Sei K ein Körper, V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und f : V → V ein Endomor-
phismus, so dass f2 = −IdV .

1. Nehmen wir an, dass dimV ungerade ist. Beweisen Sie, dass es λ ∈ K gibt, so dass
λ2 = −1.

2. Sei K ein Unterkörper von R. Beweisen Sie, dass dimV gerade ist.

3. Sei K = C. Beweisen Sie, dass f diagonalisierbar ist.
Hinweis: Benutzen Sie 1 = i

2(X − i) − i
2(X + i), um zu beweisen, dass jedes Element

v ∈ V eine Summe der Eigenvektoren von f ist, die zu i oder −i gehören.

Aufgabe 2.
Sei K ein Körper, V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum, f : V → V ein diagonalisierba-
rer Endomorphismus und λ1, . . . , λr alle Eigenwerte von f , so dass λi = λj ⇒ i = j. Berechnen
Sie das minimale Polynom µf (X) von f .

Aufgabe 3.
Sei p ∈ N eine Primzahl, K ein Körper und a ∈ K \Kp = K \ {xp | x ∈ K}. Beweisen Sie,
dass Xp − a irreduzibel in K[X] ist.
Hinweis: Betrachten Sie einen Faktor Q(X) von Xp − a und V := K[X]/Q(X).

Aufgabe 4.
Sei p ∈ N eine Primzahl, L ein Unterkörper von C und σ : L → L ein nicht-trivialer Körper-
automorphismus, so dass σp = IdL. Sei

K := {x ∈ L | σ(x) = x},

und nehmen Sie an, dass ζ := e2πi/p ∈ C zu K gehört.

1. Beweisen Sie, dass K ein Unterkörper von L ist.

2. Betrachten Sie σ als K-Endomorphismus von L und beweisen Sie, dass jedes x ∈ L eine
Summe der Eigenvektoren von σ ist, die zu ζi, i = 0, . . . , p− 1 gehören.
Hinweis: Benutzen Sie Polynome Pj(X) :=

∏
i ̸=j(X−ζi) und argumentieren Sie ähnlich

wie in Aufgabe 1 (3).

3. Beweisen Sie, dass dimKL = p.
Hinweis: Beweisen Sie, dass es einen Eigenvektor v ∈ L \K gibt und betrachten Sie die
Multiplikation mit v.

4. Beweisen Sie, dass es a ∈ K gibt, so dass L ∼= K[X]/(Xp − a) als Körper.


