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Lineare Algebra II – Lösungsskizzen zu Übungsblatt 2

Aufgabe 1.

1. Bestimmen Sie die Menge Z[i]× aller Einheiten des Gaußschen Zahlrings Z[i].
Hinweis. Beweisen Sie zuerst, dass für jede Einheit u ∈ Z[i]× gilt N(u) = 1, wobei N
wie in Aufgabe 3 von Übungsblatt 1 ist.

2. Beweisen Sie, dass für eine Primzahl p ∈ Z die folgenden Aussagen äquivalent sind:

a) p ist die Summe zweier Quadrate, d.h., es gibt ganze Zahlen a, b ∈ Z, so dass
p = a2 + b2;

b) p ist als Element von Z[i] reduzibel.

Lösung.

1. Erinnern wir uns daran, dass für u = a + bi ∈ Z[i] die Norm als N(u) = a2 + b2 ∈ N
definiert ist. Wenn u ∈ Z[i]×, gibt es v ∈ Z[i], so dass uv = 1. Aber dann

N(u) ·N(v) = N(uv) = N(1) = 1.

Da N(u), N(v) ∈ N, ist dies nur möglich, wenn N(u) = 1 = N(v).

Jetzt bestimmen wir alle Elemente u = a + bi ∈ Z[i] mit N(u) = 1. Offensichtlich ist
a2 + b2 = 1 für ganze Zahlen a, b nur möglich, wenn entweder a = 0 und b = ±1 oder
b = 0 und a = ±1. Mit anderen Worten gibt es nur vier Elemente: 1, −1, i und −i ∈ Z[i]
mit Norm 1. Es ist klar, dass alle diese Elemente in Z[i] invertierbar sind: 12 = (−1)2 = 1

und i(−i) = 1. Es folgt Z[i]× = {±1,±i}.

2. Nehmen wir zuerst an, dass p reduzibel in Z[i] ist, d.h. p = xy für x, y ∈ Z[i]\{±1,±i}.
Dann haben wir auch

p2 = N(p) = N(x)N(y)

und, da x, y nicht invertierbar sind, folgt N(x), N(y) ∈ N \ {0, 1}. Das ist nur möglich,
wenn N(x) = p = N(y). Aber x = a+ bi und p = N(x) = a2 + b2.

Nehmen wir zunächst an, dass p = a2 + b2. Sei x := a− bi und y := a+ bi. Dann

xy = (a− bi)(a+ bi) = a2 + b2 = p.

Aber N(x) = N(y) = a2 + b2 ̸= 0, 1 und deshalb sind x, y nicht invertierbar.

Aufgabe 2.
Sei n ∈ N \ {0}, so dass 2n + 1 eine Primzahl ist. Beweisen Sie, dass n = 2m für ein m ∈ N.
Hinweis. Faktorisieren Sie n = 2m · k für k ungerade.



Lösung.
Sei n = 2m · k für k ungerade, m ∈ N. Dann

2n + 1 = 22
mk − (−1) = (22

m
)k − (−1)k.

Erinnern wir uns daran, dass für alle x, y ∈ Z gilt

xk − yk = (x− y)(xk−1 + xk−2y + xk−3y2 + . . .+ xyk−2 + yk−1).

Insbesondere, haben wir

2n + 1 = (22
m
+ 1)(22

m(k−1) − 22
m(k−2) + 22

m(k−3) + . . .+ (−1)k−222
m
+ (−1)k−1).

Da 22
m
+ 1 > 1 und p = 2n + 1 eine Primzahl ist, schliessen wir, dass

22
m(k−1) − 22

m(k−2) + 22
m(k−3) + . . .+ (−1)k−222

m
+ (−1)k−1 = 1.

Aber k ist ungerade und deshalb haben wir (−1)k−1 = 1 und, da k > 1 ist, haben wir auch

22
m(k−1) > 22

m(k−2), 22
m(k−3) > 22

m(k−4), . . . , 22
m·2 > 22

m
.

Mit anderen Worten für k > 1 haben wir

22
m(k−1) − 22

m(k−2) + 22
m(k−3) + . . .+ (−1)k−222

m
+ (−1)k−1 > 1.

Dann kann k nur 1 gleich sein, d.h. n = 2m.

Aufgabe 3.
Sei K ein Körper, n, d ∈ N und A ∈ Mn(K), so dass Ad = 0.

1. Beweisen Sie, dass An = 0.
Hinweis. Benutzen Sie das Minimalpolynom µA(X) von A.

2. Bestimmen Sie das charakteristische Polynom χA(X) ∈ K[X] von A.
Hinweis. Sie dürfen benutzen, dass es einen algebraisch abgeschlossen Körper E gibt, so
dass K ein Unterkörper von E ist.

Lösung.

1. Erinnern wir uns daran, dass die Menge I = {P (X) ∈ K[X] | P (A) = 0} ein Ideal
von K[X] ist, das vom Minimalpolynom µA(X) erzeugt wird. Wir nehmen an, dass der
Leitkoeffizient von µA(X) gleich 1 ist. Da Ad = 0, schließen wir, dass Xd zu diesem
Ideal I gehört und somit Xd = µA(X) ·h(X) für ein h(X) ∈ K[X]. Das ist nur möglich,
wenn µA(X) = Xr für ein r ≤ d. Aber dem Satz von Cayley–Hamilton folgern wir, dass
χA(X) auch zu I gehört, und deshalb µA(X) |χA(X). Da χA(X) Grad n hat, schließen
wir, dass r ≤ n. Aber Ar = 0 und deshalb auch An = 0.

2. Da K Unterkörper von E ist, können wir A als Element von Mn(E) betrachten. Aber da
E algebraisch abgeschlossen ist, können wir χA(X) in ein Produkt von Grad 1 Polynomen
faktorisieren:

χA(X) = (X − λ1) · . . . · (X − λn)

für λi ∈ E. Diese λi sind genau alle Eigenwerte von A in E. Sei v ̸= 0 ein Eigenvektor
von A zu λi für ein i. Da Ad = 0, haben wir insbesondere Adv = 0. Sei k ≥ 1 minimal,
so dass Akv = 0. Aber dann

0 = Akv = Ak−1(Av) = Ak−1(λiv) = λi(A
k−1v).

Da Ak−1v ̸= 0, schließen wir, dass λi = 0. Da i beliebig war, haben wir

χA(X) = Xn.



Aufgabe 4.

1. Beweisen Sie, dass der Quotientring Z[X]/(X2 + 1) isomorph zu Z[i] ist.

2. Beweisen Sie, dass für eine ganze Zahl n ∈ Z der Quotientring Z[i]/nZ[i] isomorph zu
(Z/nZ)[X]/(X2 + 1) ist.

3. Beweisen Sie, dass für eine Primzahl p ∈ Z die folgenden Aussagen äquivalent sind:

a) p ist die Summe zweier Quadrate, d.h., es gibt ganze Zahlen a, b ∈ Z, so dass
p = a2 + b2;

b) −1 is ein Quadrat modulo p, d.h., es gibt c ∈ Z, so dass c2 ≡ −1 mod p.

Lösung.

1. Betrachten wir zuerst die Abbildung F : Z[X] → Z[i], die P (X) auf P (i) schickt. Es ist
klar, dass F ein Ringhomomorphismus ist. Es ist auch klar, dass F (X2+1) = i2+1 = 0

und deshalb ist die Abbildung

f : Z[X]/(X2 + 1) → Z[i],

die [P (X)] nach P (i) schickt wohldefiniert ([P (X)] bezeichnet die Klasse von P (X)

modulo (X2+1)). Es ist auch klar, dass f surjektiv ist. In der Tat, für jedes a+bi ∈ Z[i]
haben wir f([a+ bX]) = a+ bi.

Nehmen wir jetzt an, dass P (i) = 0. Betrachten wir P als Polynom in C[X] und bemerken
wir, dass P (i) = P (i) = 0 = 0, da alle Koeffizienten von P rell sind (wobei die
komplexe Konjugation ist). Da i und i = −i Nullstellen von P sind, schließen wir, dass

P (X) = (X − i)(X + i)Q(X)

für ein Q(X) ∈ C[X]. Aber da (X − i)(X + i) = X2 + 1, haben wir

P (X) = (X2 + 1)Q(X).

Schreiben wir Q(X) = asX
s + . . .+ a1X + a0, as ̸= 0. Dann

P (X) = asX
s+2+as−1X

s+1+(as−2+as)X
s+(as−3+as−1)X

s−1+. . .+(a2+a0)X
2+a1X+a0.

Da P [X] ∈ Z[X], sind alle Koeffizienten von P (X) ganz, insbesondere as und as−1 ∈ Z.
Aber dann auch as−2, as−3 ∈ Z und induktiv erhalten wir auf diese Weise, dass ai ∈ Z
für alle i. Mit anderen Worten Q(X) ∈ Z[X] und deshalb [P (X)] = [0] in Z[X]/(X2+1).
Das beweist, dass f injektiv ist.

2. Es ist genug zu zeigen, dass
(
Z[X]/(X2 +1)

)
/(n) isomorph zu (Z/nZ)[X]/(X2 +1) ist.

Beweisen wir zuerst, dass (Z/nZ)[X] ∼= Z[X]/(n). Die Abbildung G : Z[X] → (Z/nZ)[X],
die ein Polynom

∑
aiX

i nach
∑

(ai mod n)Xi schickt, induziert die wohldefinierte Ab-
bildung

g : Z[X]/(n) → (Z/nZ)[X].

Ähnlich ist die Abbildung h : (Z/nZ)[X] → Z[X]/(n), die
∑

(ai mod n)Xi nach [
∑

aiX
i]

schickt, wohldefiniert (wobei [
∑

aiX
i] die Klasse von

∑
aiX

i in Z[X]/(n) bezeichnet).
Es ist klar, dass diese Abbildungen zueinander inverse Ringhomomorphismen sind.

Beweisen wir jetzt, dass
(
Z[X]/(X2+1)

)
/(n) isomorph zu

(
Z[X]/(X2+1)

)
/(n) ist. Die

kanonische Projektion

P : Z[X] →
(
Z/[X]/(X2 + 1)

)
/(n)



induziert die wohldefinierte Abbildung p :
(
Z[X]/(n)

)
/(X2+1) →

(
Z/[X]/(X2+1)

)
/(n),

da P (n) = 0 und P (X2 + 1) = 0. Ähnlich, induziert die kanonische Projektion

Q : Z[X] →
(
Z[X]/(n)

)
/(X2 + 1)

die wohldefinierte Abbildung q :
(
Z[X]/(X2 + 1)

)
/(n) →

(
Z[X]/(n)

)
/(X2 + 1). Es ist

auch klar, dass diese Abbildungen zueinander inverse Ringhomomorphismen sind.

3. −1 ist ein Quadrat modulo p, wenn und nur wenn X2+1 ∈ (Z/pZ)[X] reduzibel ist. Wie
Sie schon aus der Vorlesung wissen, ist X2+1 ∈ (Z/pZ)[X] reduzibel, wenn und nur wenn
(Z/pZ)[X]/(X2+1) kein Integritätsbereich ist. Aber (Z/pZ)[X]/(X2+1) ∼= Z[i]/(p) ist
kein Integritätsbereich, wenn und nur wenn p reduzibel in Z[i] ist. Nach Aufgabe 1 ist
dies möglich, wenn und nur wenn p die Summe zweier Quadrate ist.


