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Lineare Algebra IT — Ubungsblatt 2
Aufgabe 1.

1. Bestimmen Sie die Menge Z[i]* aller Einheiten des Gaufschen Zahlrings Z[i].
Hinweis. Beweisen Sie zuerst, dass fiir jede Einheit u € Z[i]* gilt N(u) = 1, wobei N
wie in Aufgabe 3 von Ubungsblatt 1 ist.

2. Beweisen Sie dass fiir eine Primzahl p € Z die folgenden Aussagen dquivalent sind:
a) p ist die Summe zweier Quadrate, d.h., es gibt ganze Zahlen a, b € Z, so dass
p = a® + b?;
b) p ist als Element von Z[i] reduzibel.

Aufgabe 2.
Sei n € N\ {0}, so dass 2" + 1 eine Primzahl ist. Beweisen Sie, dass n = 2™ fiir ein m € N.
Hinweis. Faktorisieren Sie n = 2" - k fiir k ungerade.

Aufgabe 3.
Sei K ein Korper, n,d € N und A € M,,(K), so dass A% = 0.

1. Beweisen Sie, dass A" = 0.

Hinweis. Benutzen Sie das Minimalpolynom g4 (X) von A.

2. Bestimmen Sie das charakteristische Polynom y4(X) € K[X] von A.
Hinweis. Sie diirfen benutzen, dass es einen algebraisch abgeschlossen Korper E gibt, so
dass K ein Unterkorper von F ist.

Aufgabe 4.

1. Beweisen Sie, dass der Quotientring Z[X]/(X? + 1) isomorph zu Z[i] ist.

2. Beweisen Sie, dass fiir eine ganze Zahl n € Z der Quotientring Z[i|/nZ[i| isomorph zu
(Z/nZ)[X]/ (X2 +1) ist.

3. Beweisen Sie dass fiir eine Primzahl p € Z die folgenden Aussagen dquivalent sind:

a) p ist die Summe zweier Quadrate, d.h., es gibt ganze Zahlen a, b € Z, so dass
p=a’+b%
b) —1 is ein Quadrat modulo p, d.h., es gibt ¢ € Z, so dass ¢> = —1 mod p.



