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Lineare Algebra I — Losungsskizzen zu Ubungsblatt 12

Aufgabe 1.
Finden Sie die Eigenwerte der folgenden Matrix:
2 -1 2
A= 5 -3 3 | eM;R)
-1 0 =2

Losung.
Erinnern wir uns daran, dass die Egenwerte der Matrix A die Nullstellen des charakteristischen
Polynoms x4 von A sind. Deshalb miissen wir zuerst y 4 berechnen:

A—2 1 —2
XA(A)=det \E—A)=| =5 AX+3 -3 |=
1 0 A+2

=N +3) =3+204+3)+500+2) =X +3X2 32+ 1= (1 +1)>

Die eizige Nullstelle von x4(A) ist A = —1, d.h., A hat einen Eigenwert A = —1.

Aufgabe 2.
Sei a € R und M, = (clL 1) € Ma(R).

1. Finden Sie das charakteristische Polynom von M,.
2. Bestimmen Sie, fiir welche a € R M, iiber R diagonalisierbar ist.

3. Bestimmen Sie, fiir welche a € R M, iiber C diagonalisierbar ist.

Losung.

1. Nach Definition haben wir

A—-1 -1

) = s ) = [T

‘:()\—1)2—@.

2. Erinnern wir uns daran, dass eine Matrix A diagonalisierbar heifst, wenn es eine Basis
gibt, sodass A in dieser Basis eine Diagonalmatrix ist.

Es ist klar, dass das charakteristische Polynom einer Diagonalmatrix mindestens eine
Nullstelle hat, aber das charakteristische Polynom hangt nicht von der Wahl einer Basis
ab. Daher hat das charakteristische Polynom einer diagonalisierbaren Matrix auch min-
destens eine Nullstelle. Insbesondere hat das charakteristische Polynom x s, fiir a < 0
keine Nullstellen, daher ist die Matrix M, nicht diagonalisierbar.



Wie Sie schon aus der Vorlesung wissen, wenn die Matrix A € My(K) zwei verschie-
dene Eigenwerte A1 # A9 hat, konnen die Eigenvektoren v zu Al und ve zu A9 nicht
proportional sein, so dass {vq,v2} eine Basis des K? ist, und A in dieser Basis diagonal
ist. Insbesondere hat das charakteristische Polynom x s, fiir a > 0 zwei verschiedene
Nullstellen, daher ist die Matrix M, diagonalisierbar.

Zum Schluss sei @ = 0. In diesem Fall, hat die Matrix My nur einen Eigenwert A = 1. Die
Eigenwerte hangen aber nicht von der Wahl der Basis ab, d.h., wenn Mj diagonalisierbar
ist, kann sie nur gleich F sein. Der Identitdtsendomorphismus hat jedoch in jeder Basis
die Matrix F, d.h., My kann nicht diagonalisierbar sein.

Die Antwort: M, ist diagonalisierbar iiber R fiir ¢ > 0 und nicht diagonalisierbar fiir
a<0.

3. Ahnlich wie bei “2.” schliefen wir, dass My nicht diagonalisierbar iiber C ist.

Aber fiir a # 0 hat das charakteristische Polynom von M, zwei verschiedene komplexe
Nullstellen. Dann schliefsen wir dhnlich wie bei “2.”, dass M, in diesem Fall diagonali-
sierbar ist.

Die Antwort: M, ist diagonalisierbar iiber C fiir a # 0 und nicht diagonalisierbar fiir

a=0.
Aufgabe 3.
Bestimmen Sie Eigenwerte und die zugehorigen Eigenrdume der folgenden R-Matrix:
2 0 0 0
-2 2 0 2
A=11 0 2 o
2 -1 0 -1

Ist A iiber R diagonalisierbar?

Losung.
Berechnen wir zuerst das charakteristische Polynom von A:

A=2 0 -2
2 —2 2
) = det(-4) = | 2 AO Agz Cl=0-2l 0 a2 0 |=
-2 1 0 A+1 ! 0 At
:()\—2)2)\_2 —2 =A=22N - A=2+2)=(A-2*A -1
1 A+1 '

Deshalb hat A Eigenwerte 2, 1 und 0. Finden wir zunéchst die zugehdrigen Eigenrdume.

Erinnern wir uns daran, dass der Eigenraum, der zum Eigenwert A gehort, der Unterraum
aller Losungen des Gleichungssystem (A — AE)X = 0 ist.

Fir A = 2 haben wir

0 0 0 0

-2 0 0 2
A-2E = 1 0 0 o]

2 -1 0 -3

und deshalb 1 =0, z4 = 0, z2 = 0 und x3 kann beliebig sein. Mit anderen Worten: der Ei-
genraum, der zum Eigenwert 2 gehort, ist eindimensional und wird vom Standard-Basisvektor
e3 erzeugt.



Fir A = 1 haben wir

1 0 0 O
-2 1 0 2
A-E=11 o 1 o

2 -1 0 -2
und deshalb ;1 = 0, x3 = 0, 9 = —2z4 und x4 kann beliebig sein. Mit anderen Worten: der
Eigenraum, der zum Eigenwert 1 gehort, ist eindimensional und wird vom Vektor 2es — ey
erzeugt.
Fir A = 0 haben wir 1 = 0, x3 = 0, 92 = —x4 und x4 kann beliebig sein. Mit anderen

Worten: der Eigenraum, der zum Eigenwert 0 gehort, ist auch eindimensional und wird vom
Vektor es — e4 erzeugt.

Das charakteristische Polynom héngt nicht von der Wahl der Basis ab, also wenn A diago-
nalisierbar ist, hat sie die Form diag(2,2,1,0) in irgendeiner Basis. Insbesondere muss der
Eigenraum, der zum Eigenwert 2 gehort, die Dimension 2 haben. Aber wir haben schon be-
wiesen, dass er Dimension 1 hat. Mit anderen Worten A kann nicht diagonalisierbar sein.

Aufgabe 4.
Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber einem Koérper K, f: V' — V ein Endomor-
phismus von V, und U <V ein Unterraum von V, so dass f(U) C U.

1. Beweisen Sie, dass f: V/U — V/U wohldefiniert ist.
2. Beweisen Sie, dass x5 = x|, X X7

Losung.

1. Wir miissen iiberpriifen, ob die Abbildung f: V/U — V/U, die die Aquivalenzklasse
v € V/U des Vektors v € V auf die Klasse f(v) abbildet, wohldefiniert ist. Mit anderen
Worten fiir o' € V, der zu v dquivalent ist, miissen wir {iberpriifen, ob f(v") dquivalent
zu f(v) ist. Da v' dquivalent zu v ist, haben wir v/ —v € U, aber f(U) C U, insbesondere
gehort f(v') — f(v) = f(v' — v) wieder zu U. Mit anderen Worten ist f(v’) in der Tat
dquivalent f(v).

2. Seiwvy, ..., vy eine Basis von U. Ergénzen wir sie zu einer Basis v1, ..., Um, Um+1,---,Un
von V und sei W := (Up41, ..., Un).
Da f(U) C U, haben wir f(vj) = > a;jv; fir j < m. Mit anderen Worten die Matrix
von f in der Basis v1, ..., v, hat die Form
A B
M =
(o ¢)
fir A € My, (K), B € My, n—m(K) und C € M,,_,, (K). Wie Sie schon aus der Vorlesung
wissen,

Xt(A) = xm(A) = det(AE — M) = det(AE — A) - det(AE — C) = xa(A) - xc(N).

Es ist klar, dass A die Matrix von f|y in der Basis vy, ..., vy, ist, deshalb haben wir
XA = Xfly-

Erinnern wir uns daran, dass die kanonische Projektion g: V' — V/U surjektiv ist und
Kern Ker(g) = U hat (vgl. Losung der Aufgabe 3 aus Ubungsblatt 8), und dim(V/U) +
dim(U) = dim(V'). Dann ist glw: W — V/U auch surjektiv und dim(W) = dim(V/U).
Deshalb ist g|WW ein Isomorphismus. Insbesondere ist Ty, 41, - . ., U, eine Basis von V/U.
AuRerdem ist die Matrix von f in dieser Basis offensichtlich C, insbesondere, X7 = XC-



