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Lineare Algebra I — Losungsskizzen zu Ubungsblatt 11

Aufgabe 1.
Losen Sie das folgende lineare Gleichungssystem mittels der Cramerschen Regel:

201 + 220+ 43 =1
201 —3x0+ 223 =0
5x1 +4x0 + 3x3 = 1.

Setzen Sie die erhaltene Losung in die Gleichung ein, um sie zu iiberpriifen.

Losung.
Erinnern wir uns daran, dass ein Gleichunssystem AX = B mit det(A) # 0 eine eindeutige
Losung X = A~'B hat. Sind Ay,..., A4, die Spalten von A, so ist die i-te Komponente von
X durch

= det(Al, . ,Aifl, B, Ai+1a e ,An)
L det(A)
gegeben. Diese Formel ist als Cramersche Regel bekannt.

In unserem Fall haben wir

2 2 4 1
A=12 -3 2 und B=1]0
5 4 3 1

Nach Sarrusscher Regel ist

det(A) = —18 4 32 + 20 — (—60) — 16 — 12 = 66 # 0.

Dann
1 2 4
det(B, Az, A3) =det |0 -3 2| =-94+4+12-8=-1
1 4 3

und ahnnlich

2 1 4
det(A,B,A3) =det [2 0 2| =84+10—-4—-6=238
5 1 3
sowie
2 2 1
det(A;, A2, B)=det |2 -3 0] =—-6+8+15—4=13.
5 4 1
Nach der Cramerschen Regel haben wir somit
o det(B,AQ,A3) . _i - det(Al,B,Ag) . i o det(Al,Ag,B) . E
YT det(4) 667 2 det(4) 330 P det(4) 66



Uberpriifen wir diese Losung. In der Tat

-1 1 —2+1 2 -1 1 —2—-24+2
27_‘_2&4_473:&:1’ 27_3§_|_273:—+6:
66 66 66 66 66 66 66 66

-1 8 13 —5+432+39
I i S L
566+ 66+366 66

0,

1.

Aufgabe 2.
Finden Sie die Determinante und die Inverse der folgenden Matrix:
2 0 -1 0
5 0 -2 0
A=1lo -7 0 3
0 -2 0 1

Hinweis: Erinnern Sie sich, dass Vertauschen der Spalten der Multiplikation mit Elementar-
matrizen von rechts entspricht.

Losung.
Wir setzen
1000
00 10
T_0100
00 0 1
Dann
2 0 -1 0 1000 2 -1 0 0
5 0 =2 0|0 0 1 0 5 =2 0 0
AT_0—703 0100_00—73_'0‘
0 -2 0 1 0001 0 0 -2 1

Wir wissen aus der Vorlesung,
X Omn)
det <On,m v > = det(X) - det(Y)

fir X € M,,,(K), Y € M,(K), insbesondere ist <OX 07;’”

wenn X und Y invertierbar sind. In diesem Fall haben wir auch

X Omn) (XY Opm
On,m Y B On,m y-t)-

In unserem Fall sind X = (2 _1>, Y = <_7 3> und C = < X 02’2> . Jetzt kdnnen wir

> invertierbar, wenn und nur

5 —2 -2 1 0220 Y
Determinanten und Inversen von X und Y finden.
b
Erinnern wir uns, dass fiir Z = (Z d) € My(K) mit det(Z) = ad — be # 0 gilt

z = detl(Z) (—dc _ab> '

In unserem Fall det(X) = —4+5=1, det(Y) = =7+ 6 = —1, sowie

(-2 1 4 (1 =3\ _(-13
X _<_5 2) md Y= (2 _7)_(_2 7).



Dann haben wir det(C) =1-(—1) = —1 und

-2 1
-5 2
0 O
0 0

0 0
0 O
-1 3
-2 7

Erinnern wir uns, dass det(7T) = —1 und 7~! = T. Deshalb haben wir

det(A) = det(CT) = det(C) - det(T) = 1,

und

Al=(n) Tt =T7C7 =

o O O
O = O O

S O = O
— o O O

—2 1 0 0 —2
52 0 o] [o
0 0 -1 3| |[-5
0 0 -2 7 0

Aufgabe 3.

Sei K ein Korper, a € K. Finden Sie die folgende Determinante:
1 1
a a—1
a2

(a—1)?

a." (a _ n™ (a _ 2)m

1 1
a—2 a—n
(a —2)? (a—n)?|,
(a—n)"

und beweisen Sie, dass sie nicht von a abhéngig ist.
Hinweis: Sie diirfen Aufgabe 4 aus Ubungsblatt 10 benutzen.

Losung.

Nach Aufgabe 4 aus Ubungsblatt 10 wissen wir, dass fiir ein (n + 1)-Tupel (z1, z2,

aus Elementen z; in einem Korper K

Sei z; := a + 1 — 4. Dann haben wir

1 1 1 1
r1 X2 X3 Tnt1
2 .2 .2 2
Ty T3 I3 Thnt1| = H (xj — x4).
: : 1<i<j<n+1
n n n n
Iy o I3 Tn+1

a'” (a _ n™ (a _ 2)"

(a—n)"

1 1 1 1
a a—1 a—2 a—n
a’> (a—1)2 (a—2) (a—n)?| = H

1<i<j<n+1

((a+1=7))=(a+1-i)))

und insbesondere hingt es nicht von a ab. Offensichtlich

I

1<i<j<n+1

(i—J)=
1<j<n+1
1<i<i—1

Aufgabe 4.

I[ G-9=

II o 'G-nr=(-

1<j<n+1

n(n+1)
2

O N O

o!-

[es}
N O w O

II

1<i<j<n+1

1!-

'--7$n+1)

(i=4)

onl.



1. Sei K ein Korper. Beweisen Sie, dass fiir b = £a € K die Matrix

a 00 ... 00
0 0 0 b 0
0 0 ... b 00
Ap=1: ¢ . 1 1 1| €Mgy(K)
0 0 b a 0 0
0 b 0 0 a O
b 0 0 0 0

triviale Determinante hat.

2. Finden Sie det(A,,) fir allgemeine a, b € K per Induktion iiber n.

Losung.

1. Fiir b = a konnen wir die erste Zeile von der letzten subtrahieren. Die resultierende
Matrix hat eine Nullzeile und deshalb ist det(A,) = 0. Ahnnlich fiir b = —a konnen
wir die erste Zeile zur letzten addieren und die resultierende Matrix hat wieder eine
Nullzeile.

2. Mit dem Laplaceschen Entwicklungssatz kann man die Determinante einer n x n-Matrix
A nach der ersten Zeile entwickeln:

det(A) = Z(—1)1+j RAvE det Alj,
j=1

wobei Ay; die (n — 1) x (n — 1)-Untermatrix von A ist, die durch Streichen der ersten
Zeile und j-ten Spalte entsteht.

In unserem Fall A = A,, ist a;; = 0 fiir j # 1,n und

A -1 0 0 A -1
A= " Ay = " .
R )
Man kann die Determinante von Ay1 und Ay, der letzten Zeile entwickeln:

det(Ay1) = (=1)®D+CDg . det(A,_1) = adet(Ap_1),

det(A1,) = (=1 DHp . det(A,—1) = bdet(Ap_1).

Dann ist
det(A,) = (=1)"ta - det(A11) + (=1)2"b - det(Ay,) = (a® — b%) det(A4,_1).
Offensichtlich det(A;) = a® — b?. Nach Induktion haben wir, dass

det(Ay,) = (a2 — b?)".



