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Aufgabe 1.
Untersuchen Sie die folgenden Gleichungssysteme darauf, ob sie eindeutig l6sbar iiber R sind:
3 5 7 1 2
L1466 8| [z =14];
1 3 4 I3 9
326 3\ [ 4
2. 1213 2| |7 =1
2 3 1 4/ ™ 7
T4
Losung.
3 5 7
1. Um das lineare Gleichungssystem 1. zu analysieren, bringen wir die Matrix A= |4 6 8
1 3 4
in eine Zeilenstufenform. Dafiir wenden wir das gauftsche Eliminationsverfahren an:
3 5 7 1 3 4 1 3 4 1 3 4
4 6 8 | 4 6 8 | 0 -6 -8 | 0 —6 -8
1 3 rors 3 57 :ﬁ::ﬁiéﬁ 0 -4 -5 rgorra—2ry 0 0 1/3
1 3 4
Da det |0 —6 —8 | # 0, schlieflen wir, dass auch det A # 0. Aber dann ist A
0o 0 1/3
invertierbar und das Gleichungssystem AX = B hat immer eine endeutige Losung
X =A"1B.

2. Erinnern wir uns daran, dass die Menge aller Losungen eines unhomogenen linearen
Systems AX = B entweder leer ist, oder die Form Xy + Ker A hat, wobei X eine
bestimmte Losung ist und Ker A die Menge aller Losungen des homogenen linearen
Systems AX = 0 ist.

3 2 6
Es ist jedoch klar, dass A = [2 1 3 als Abbildung A: R* — R? einen nicht-
2 31

=N W

trivialen Kern hat. In der Tat
dim Ker A + dimIm A = 4,

aber es ist dimIm A < 3 und deshalb gilt dimKer A > 0. Mit anderen Worten: das
Gleichungssystem 2. kann nie eine eindeutige Losung haben.

Aufgabe 2.



Bestimmen Sie den Rang der Matrix

9 1 11 2
1 0 4 -1
11 4 56 5 | EM®)
2 1 5 —6

Lo6sung.

Erinnern wir uns daran, dass der Rang einer Matrix der maximalen Anzahl linear unabhén-
giger Zeilen gleicht. Da linear unabhéngige Zeilen nach elementaren Transformationen linear
unabhéngig bleiben, dndert sich auch der Rang nicht. Deshalb kénnen wir das gaufssche Eli-

minationsverfahren anwenden, um den Rang zu bestimmen.

2 1 11 2 1 0 4 -1
1 0 4 -1 2 1 11 2
11 4 56 5 = 11 4 56 5 =
2 -1 5 -6 2 —1 5 —6 /) rermra=2n
r1$>7T2 rg—>rz3—11ry
rar»T4—271
1 0 4 -1 1 0 4 -1
0o 1 3 4 01 3 4
= 0 4 12 16 i 0 00 O
0 —1 =3 —4 /) ysrs—am 0 00 O
T4—=>r4+12
10 4 -1 2
T 013 4 ) .
Offensichtlich ist der Rang von 000 0 gleich 2. Deshalb ist der Rang von 1
000 O 2

auch gleich 2.

zu A.
Hinweis: Losen Sie die Gleichungssysteme AX = e; fiir Standardbasisvektoren e;.

Losung.
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1 2
2 1| € M3(R). Beweisen Sie, dass det A = 1, und finden Sie die Inverse A~!
1 0

Wir kénnen die sarrussche Regel nutzen, um die Determinante zu berechnen. Fiir die 3 x 3-

Matrix
ai;r a2 a3
A= a2 az a3
aszyp asz ass

besteht die Determinante aus 6 Summanden von je 3 Faktoren:
det A = ajjazsazs + a12a23a31 + a13a21a32 — 13022031 — 411023032 — 12021033

Die Vorzeichen Plus und Minus kann man sich nach folgendem Schema merken:



+
aiy a2

”“\ x’“‘”x a
/XX\

Vorsicht: die Regel von Sarrus gilt nur fiir Determinanten dritter Ordnung.

In unserem Fall, haben wir
det A=0+44+1-4-0-0=1.

Losen wir jetzt die Gleihungssysteme AX = e; fiir Standardbasisvektoren e;. Zuerst miissen
wir die Matrix A in eine Zeilenstufenform bringen. Dafiir wenden wir das gaufssche Elimina-
tionsverfahren auf Alej|ez|es an:

0 1 2{1(0]0 11 0(0]0]|1
2 2 1{0(1]0 =1 2 2 1/0(1]0 —>
11 0(0]0(1 01 2|1(0]0
14573 T2 > 7"2721”1
1 1 0(0]|0| 1 1 1 0(0]|0| 1
=1 0 0 1|/0]1|-2 =1 0 1 2(1]0| 0
01 2|1/0 0 0 1|]01]-2
r2<>T3
110 0 0 1
Bezeichnen wir jetzt mit A= [0 1 2|,Bi=|1|,B2=|0]|,Bs=1| 0 |.Das System
0 0 1 0 1 -2
AX = e; ist quivalent zum System AX = B;. Diese Systeme haben eindeutige Losungen:
(-1 [ 2 (-3
Al 1 | =By, A|-2]|=By, A| 4 | = Bs.
0 1 -2
Deshalb haben wir auch:
01 2 -1 2 =3 1 00
2 21 1 -2 4 )]=(0 10
110 1 -2 0 01
-1 2 =3
Mit anderen Worten A~' = 1 -2 4
1 -2
Aufgabe 4.
Fiir ein n-Tupel (z1,x2,...,z,) aus Elementen z; in einem Korper K ist die Vandermonde-
Matrix definiert durch:
1 1 1 1
T Z2 z3 Tn
V(zy, 2o, .. xn) = 3 3 a3 - T
at apt xg_l a1

Beweisen Sie, dass

det V(z1,22,...,2p) = H (xj —x4).



Losung.
Wir beweisen die Annahme durch Induktion. Induktionsanfang n = 1 ist klar.

Jetzt filhren wir elementare Transformationen von Zeilen durch. Wenn wir z; mal die i-te
Zeile von der (i + 1)-ten Zeile subtrahieren, erhalten wir Folgendes:

1 1 ... 1 1 1 . 1
:L‘l x2 e xn xl :L'2 “ e xn
2 2 2 2 2 2
1 D T s 7 112 l”.n s
A PP g 0 (w2 —a1)2h 2 (zy, — 7)™ 2
1 1 e 1
0 To — T . Ty — T
0 (z2—x1)x2 -+ (Tp— 1Ty
=L ,
0 (xg—xp)ay™? (2, — 21)2n ™3
0 (zog—ax)2h™2 o (2, —xp)2l 2
Durch Erweiterung der Determinante um die erste Spalte erhalten wir, dass die Determinante
von V(x1,...,xy,) gleich der Determinante der Matrix
To — 1 pee Ty — 21
(z2 —z1)T2 -0 (T —T1)Ty
(w2 —z)ay > o (2 —x1)ap
(22 — @1)af (2 — 21)a7 2
ist. Auf der anderen Seite gilt
1 1 To — X1 0 0 To — X1 Ty — X1
To -0 Xp 0 r3—oT1 - 0 B (xa —x1)z2 -+ (TY —T1)TH
n—2 n—2 o o n—2 o n
Ty s 0 0 e Ty — X (x9 — x1)xh (X — 1))
deshalb auch gilt
o — X1 0 0
0 Tr3 — 1 0
det V(z1,...,zyn) = det V(za,...,x,) - det
0 0 Ty — X1
Nach Induktionsvoraussetzung wissen wir, dass
det V(za,...,x,) = H (xj —x3)
2<i<j<n
gilt, und offensichtlich haben wir auch
Tro — 1 0 tee 0
0 r3 — 1 - 0
det . . ) , = H (z; — x1).
: : - : 1<i<n
0 0 cee XTp — X1

Damit ist der Beweis abgeschlossen.



