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Lineare Algebra I — Losungsskizzen zu Ubungsblatt 09

Aufgabe 1.
Beweisen Sie, dass

5={(5)-()}

eine Basis von R? ist. Geben Sie die Koordinaten % (e;) der Standardbasisvektoren eq, ez an.
Hinweis: Sie diirfen Aufgabe 2 aus Ubungsblatt 6 benutzen.

Losung.
Erinnern wir uns daran, dass wir fiir jede R-Basis B = {u, v} von R? eine Bijektion ®: R? — R?

haben, die (a

b) € R? auf u - a + v - b schickt. Dann setzen wir fiir w € R2

(4 -+oen

und 2P (w) werden die Koordinaten von w relativ zur Basis B genannt. Mit anderen Worten:

) € R? finden, so dass

a

b

o(()) s

In unserem Fall miissen wir a, b € R? finden, so dass
2 1 1
b=
(6)e ()= (o)
2 1\ (a) (1
6 4)\bv) \0/°
Deshalb miissen wir dieses lineare Gleichungssystem lésen. Wir kénnen beide Seiten dieser

Gleichung mit der Matrix ( 13 (1)> multiplizieren

1 0\ /2 1\ [fa\ (1 0)/1
-3 1J\6 4/\») -3 1)\0
oder dquivalent dazu die elementare Zeilentransformation durchfiihren

2 11 2 111
<6 40) H(o 1—3)‘
ro > 1ro—31]1

Aus dem Gleichungssytem
2 1\ (a\ (1
0 1)\b) \-3

um 28 (w) zu bestimmen, miissen wir ein Element (

ist. Das ist nur moéglich, wenn



schlieffen wir, dass b = —3 ist und 2a+b = 2a — 3 = 1. Deshalb ist a = 2. Mit anderen Worten
ist 28 (e1) = 2 und 28(ey) = —3.

Ahnlich miissen wir a, b € R? finden, so dass
2 1 0
(6)e ()= 6)
2 1\ (a\ (O
6 4)\b) \1)°

1
Wir kénnen wieder beide Seiten dieser Gleichung mit der Matrix ( 3

ist. Das ist nur moglich, wenn

(506 DE - D0

oder dquivalent dazu die elementare Zeilentransformation durchfiihren
2 110 2 110
<6 41> '_><0 11>'
ro > 1ro—31r1

Aus dem Gleichungssytem
2 1\ fa\ (0O
0 1/\p) 1

schliefen wir, dass b = 1 ist und 2a + 1 = 0. Deshalb ist « = —1/2. Mit anderen Worten
2B(ez) = —1/2 und 25 (eq) = 1.

(1)> multiplizieren

Aufgabe 2.
Fir eine Matrix und Vektoren
11111 1 1
{1 010 |1 4 P ! 4
A= 9 3 45 6 € Myx5(R), B= 1 eR*, B = 1 eR
0 2 2 4 4 1 —1

bestimmen Sie alle Losungen
1. des homogenen linearen Gleichungssystems A - X = 0;
2. des inhomogenen linearen Gleichungssystems A - X = B;

3. des inhomogenen linearen Gleichunsgsystems A - X = B'.

Losung.
Um alle linearen Gleichungssystemen 1., 2., 3. zu lésen, miissen wir die Matrix A in eine
Zeilenstufenform bringen. Dafiir wenden wir das gaufsche Eliminationsverfahren auf A|B|B’

an:
1 1.1 1 11| 1 1 1 1 1 1|1 1
1 010 1|11 0 -1 0 -1 0] O 0
2 3 45 6|1]1 — o 1 2 3 4|-1]-1 =
0 2 2 4 4 ]. _1 roQFH>To—"r] O 2 2 4 4 ]. _]. r3+—=1r3+7r2
T3 T3—21]1 4> 144219

1 1 1 1 1|1 1 1 1 1 1 1|1 1

0 -1 0 -1 0] O 0 0 -1 0 -1 0] O 0
= 0O 0 2 2 4|-1|-1 = 0O 0 2 2 4|-1|-1

0O 0 2 2 41 |-1 0O 0 0 0 0] 2 0

T4 T4—T3



1 1 1 1 1
. 0 -1 0 -1 0 . . .
1. Sei A = 0o 0 2 2 4l Dann ist das Gleichungssystem AX = 0 dquivalent
0O 0 0 0 o
T
T2
zum System AX = 0. Fiir X = r3 | haben wir x3 = —z4 — 225, T9 = —x4, und
T4
T5

1+ (—24) + (—24 — 225) + w4 + 25 = 0, d.h. 1 = 24 + x5. Mit anderen Worten ist die
Menge der Losungen gleich

T4+ x5

24
KerA=Ker A= —x4 — 225 r4,25 €R
T4

5

2. Sei B = . Dann ist das Gleichungssystem AX = B &dquivalent zum System

AX = B,
aber das letzte System hat keine Losungen, da

0-21+0-204+0-234+0-24+0-25F#2.

1
3. Sei B' = 0 e Dann ist das Gleichungssystem AX = B’ dquivalent zum System
0
AX = B.
Bemerken wir zuerst, dass dieses System eine Losung hat, z.B. 24 = 0 = 25, 3 = —1/2,
3/2
0
x9 = 0, z1 = 3/2. Mit andren Worten: fiir Xo = [ —1/2 | gilt AXy = B’. Dann ist die
0
0
Menge aller Losungen des Gleichungssystems AX = B’ gleich
3/2+ x4 + x5
Xo+Ker A= —1/2—1’4—21’5 T4,x5 € R
T4
Ts5

Aufgabe 3.
Bestimmen Sie alle Losungen (x,v,2) € R? des linearen Gleichungssystems

r+ty+2=0
tx+y+2=0



in Abhéngigkeit von t € R.

Losung.
1t 1 N
Sei A = <t 1 1> und X = [ y |. Dann ist unser Gleichungssystem dquivalent zum System
z

AX = 0. Wir wenden das gaufssche Eliminationsverfahren auf dieses System an:

1 t 1 1 t 1 ~
(t 1 1) (0 1— ¢ 1—t>
ro—>1ro—try

Dann ist das Gleichungssystem AX = 0 dquivalent zum System AX =0.
42
Nehmen wir zuerst an, dass t # 1. Dann z = — Y= —(14+t)yund x = -ty — z =

—ty + (1 + t)y = y. Deshalb ist die Menge aller Losungen des Gleichungssystem gleich

Y
Y yeR
—(1+t)y
Nehmen wir nun an, dass ¢t = 1. Dann * = —y — z und die Menge aller Losungen des
Gleichungssystem ist
—y— 2z
Y Y,z € R
z

Aufgabe 4.
Sei f: U — V eine lineare Abbildung. Beweisen Sie, dass

dimV — dim U = dim Coker(f) — dim Ker(f)

ist.

Lo6sung.

Erinnern wir uns daran, dass Coker(f) = V/Im(f). Erinnern wir uns auch daran, dass fiir
jeden Unterraum W < V der Kern Ker(g) der kanonischen Projektion g: V' — V/W gleich
W und das Bild Im(g) gleich V/W ist (vgl. Losung der Aufgabe 3 aus Ubungsblatt 8).

Insbesondere fiir W = Im(f) schliefen wir, dass Ker(g) = Im(f) und Im(g) = Coker(f) ist.
Aber da
dim Ker(f) + dimIm(f) = dim U

und
dim Ker(g) + dimIm(g) = dim V'

gilt, schliefsen wir, dass
dim Im(f) + dim Coker(f) = dim V'

gilt, und deshalb gilt auch

dimV — dim U = dim Coker(f) — dim Ker(f).



