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Aufgabe 1.
Sei K ein Korper. Beweisen Sie, dass die Multiplikation im Matrizenring Ms(K') nicht kom-
mutativ ist.

1 1
Hinweis: Betrachten Sie <0 (11), (b (1)> € My(K).

Losung.
Wir werden fiir ab # 0 beweisen, dass AB # BA gilt. Wir multiplizieren

Go)G=0)
b 1) (D=0 ifw)

Es folgt AB = BA, wenn und nur wenn 1 = 1+ ab, d.h., wenn a = 0 oder b = 0 ist.

und

Aufgabe 2.

Sei K ein Korper, a € K und A = <1 ¢

1). Finden Sie den Kern Ker(A) und das Bild Im(A)

a
der Matrix A, die als Endomorphismus von K? betrachtet wird. Bestimmen Sie insbesondere
die Dimensionen dieser Vektorrdume in Abhéngigkeit von a.

Losung.

Sei (Z) € Ker(A), d.h.
1 a\ (u\ [(ut+av) (0
a 1) \v) \au+v/) \0)°
Mit anderen Worten gilt v + av = 0 und au + v = 0 gilt. Insbesondere

u=—av = —a(—au) = a?u,

d.h., es gilt (1 — a?)u = 0 und analog (1 — a?)v = 0.

Nehmen wir zuerst an, dass 1 — a? # 0. In diesem Fall schlieRen wir = 0 = v. Deshalb ist
Ker(A) trivial und somit dim Ker(A) = 0. Aber da

dim Ker(A) + dim Im(4) = dim K?

gilt, folgt daraus, dass dimIm(A) = 2 ist, d.h. Im(A) = K2.

Nehmen wir nun an, dass 1 —a? = (1 —a)(1+a) = 0 gilt. Das ist nur méglich, wenn 1 —a = 0
oder 1 4+ a = 0 ist, mit anderen Worten fiir a = 1 oder a = —1.



u

Falls a = 1, schliefen wir, dass < > € Ker(A) gilt, wenn und nur wenn v = —u, d.h.,

(%

()= (5)= ()«

11) erzeugt und dim Ker(A) = 1.

Es folgt, Ker(A) wird von (
Andererseits fiir <u) € K? haben wir
v
1 1\ fu)  (u+tvw
1 1) \v) \u+v/)’
Daraus schlieffen wir, dass jedes Element in Im(A) die Form <Z> hat, d.h., Im(A) wird von
1 .
<1> erzeugt und dimIm(A) = 1.
Falls a = —1, schliefen wir, dass <Z> € Ker(A) gilt, wenn und nur wenn v = u, d.h.
w)  (u) (1 "
v) \u) 1 '
1
Mit anderen Worten Ker(A) wird von ( 1) erzeugt und es gilt dim Ker(A) = 1.

Auf der anderen Seite fiir (Z) € K? haben wir

(0=

u

Es folgt, dass jedes Element in Im(A) die Form <—u

und dimIm(A4) = 1.

> hat, d.h., Im(A) wird von (_11> erzeugt

Aufgabe 3.
Sei K ein Korper, V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und W < V ein Unterraum.
Bezeichnen Sie mit r = dim V — dim W.

1. Beweisen Sie, dass es lineare Formen f;: V — K, 1 <1i <r, gibt, so dass W ={v € V|
filv) =0, 1 <i<r} gil.

2. Ist es moglich lineare Formen ¢g;: V — K, 1 < ¢ < k fiir K < r zu finden, so dass
W={veV]g) =0,1<i<k} gilt?

Losung.

1. Sei V/W der Quotientenraum und F': V — V/W die kanonische Projektion. Erinnern
wir uns daran, dass der Quotientenraum V/W die Menge aller Aquivalenzklassen

VIW={v|veV}

ist, wobei v = v+ W = {v/ € V | v/ —v € W}. Die kanonische Projektion F' bildet v auf
v ab.



Der Quotientenraum hat die natiirliche Struktur eines Vektorraums, so dass
u+v=u+v und o-u=au
fiir alle u, v € V, a € K gilt. Insbesondere ist F' linear.
Da 0 =0+ W =W das Nullelement von V/W ist, gilt
Ker(F)={veV|v=0t={veV]|v-0eW}=W.
Auferdem ist F' nach Definition surjektiv, d.h. Im(F') = V/W. Da
dimKer(F) + dimIm(F) = dim V,

schliefen wir, dass dim V/W = dimV — dim W = r ist. Dann gibt es einen linearen
Isomorphismus G: V/W =, K. Wir bezeichnen mit pr;: K" — K die Koordinaten-
funktionen, die (uj,...,u,) € K" auf u; abbilden. Betrachten wir jetzt die linearen
Formen

fir=pr;oGoF:V 5 V/W S K™ 25 K.

Da G ein Isomorphismus ist, gilt F'(v) = 0, wenn und nur wenn (G o F)(v) = 0 fir
v € V, und offensichtlich gilt (G o F)(v) = 0, wenn und nur wenn pr;((G o F)(v)) =0
gilt fir 1 <14 < r. Nach Konstruktion ist

Ker(F)={ve V| fi(v)=0, 1<i<r},

aber Ker(F)=W.

2. Nehmen wir an, dass W = {v € V | ¢g;(v) =0, 1 < ¢ < k} fiir £ < r und betrachten
91(v)
. . . 92(v) . o

wir die lineare Abbildung G: V — K", die v nach . schickt. Offensichtlich ist
gr(v)

W = Ker(G). Andererseits

dim Ker(G) + dimIm(G) = dim V'
und dim Im(G) < k < r. Deshalb haben wir
r=dimV — dimKer(G) = dimIm(G) < r.
Der Widerspruch zeigt, dass unsere Annahme falsch war.
Aufgabe 4.

Sei K ein Korper, V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und f: V — V ein linearer

Endomorphismus, so dass fo f = f.

1.
2.

Zeigen Sie, dass V = Ker(f) @ Im(f).

Fiir V = (Z/27)? beschreibe man alle moglichen Matrizen einer solchen linearen Abbil-
dung f (z.B. in einer Standardbasis B = {e1,e2} von V).

Beweisen Sie, dass V' eine Basis B zulésst, so dass die Matrix von f in dieser Basis die
Form diag(1,...,1,0,...,0) hat.

Losung.



1. Wir miissen beweisen, dass Ker(f) + Im(f) = V und Ker(f) NIm(f) = 0 gelten.
Zeigen wir zuerst, dass Ker(f) +Im(f) = V. Sei v € V. Dann

flo=Fw) =Flw) = (fof)v) = flv) - fv) =0,
d.h., es gilt v — f(v) € Ker(f), aber dann v = (v — f(v)) + f(v) € Ker(f) + Im(f).

Jetzt beweisen wir, dass Ker(f) NIm(f) = 0. Sei v € Ker(f) N Im(f). Dann f(v) =0
und es gibt u € V, so dass v = f(u). Aber dann

2. Sei A eine Matrix der Abbildung f. Offensichtlich f o f = f, wenn und nur wenn
A% = A. Mit anderen Worten miissen wir alle Matrizen A € My(Z/27Z) bestimmen, so

dass A% = A gilt. Sei A = <a Z) Fiir das Produkt mit sich selbst muss gelten

C

a b\ (a b\ a®>+bc ab+bd _fa b
c d)\c d) N\ac+cd be+d*) \c d)’
Beachten Sie, dass 22 = x fiir jedes x € Z/2Z, insbesondere ist A2 = A nur mdoglich,

wenn bc = 0, d.h. b= 0 oder ¢ = 0.

Nehmen wir zuerst an, dass ¢ = 1 ist. Dann haben wir b=0und a +d =1, d.h.

0 0 10
A_(l 1> oder A_<1 0).

Nehmen wir als néchstes an, dass b = 1 ist. Dann haben wir ¢ =0 und a +d = 1, d.h.

01 1 1
A(O 1) oder A(O O>'

Zum Schluss nehmen wir an, dass b = 0 = ¢. Dann sind a und d beliebig, d.h.

0 0 0 0 10 10
A—<0 0> oder A—(O 1> oder A—(O 0> oder A_<O 1).

Diese acht Matrizen sind die Matrizen, die f annehmen kann.

3. Betrachten wir eine Basis By = {b1, ..., b;} von Im(f), und eine Basis Ba = {bg+1,-..,bn}
von Ker(f). Da V = Ker(f) @ Im(f), schliefen wir, dass B := B; U B; eine Basis von V'
ist.

Erinnern wir uns daran, dass, um die Matrix der lineare Abbildung in der Basis B zu
finden, miissen wir f(by) bestimmen und als eine lineare Kombination

f(bk) = a1br + agkba + ... + ankby
alk

gk
der Basisvektoren b; zerlegen. Nach der Definition, ist dann . die k-te Spalte der

ank
Matrix von f in der Basis B.

Da b; € Im(f) fir i < k gilt, gibt es u € V so dass b; = f(u) und deshalb gilt f(b;) =
f(f(u) = f(u) = b;. Dab; € Ker(f) fir i > k gilt, haben wir f(b;) = 0 in diesem Fall.

Deshalb schlieften wir, dass die Matrix von f in der Basis B gleich
diag(1,...,1,0,...,0)

ist.



