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Aufgabe 1.

Beweisen Sie, dass die Menge {In(p) | p eine Primzahl } Q-linear unabhéngig ist (insbesondere
ist dimg R unendlich).

Hinweis: Sie kénnen benutzen, dass der natiirliche Logarithmus In: (R”?, -) — (R,+) ein
Gruppenisomorphismus ist.

Losung.
Um zu beweisen, dass die Menge {In(p) | p eine Primzahl } Q-linear unabhéngig ist, miissen
wir zeigen, dass jede Linearkombination

Z ap - In(p) =0

p Primzahl
(mit fast allen a, € Q gleich Null) trivial ist.

Betrachten Sie eine solche Linearkombination. Sei a,, = ¢,/d,, fiir ¢,, d, € Z. Nehmen wir auch
an, dass d, = 1 fiir a, = 0. Dann sind fast alle d,, gleich 1, und deshalb ist D := Hp Primzah] @p
wohldefiniert. Da D # 0 ist die Trivialitdt der vorherigen Linearkombination &quivalent zur
Trivialitdt der Linearkombination

> D-ay-In(p)=0

p Primzahl

fiir D - ap = ¢p - [, Primzan dg € Z. Jetzt kdnnen wir benutzen, dass In: (R0 ) — (R, +)
ein Gruppenhomomorphismus ist:

0= > (Dap)-nlp)=mm| [ »"*

p Primzahl p Primzahl

Auf der anderen Seite, da In ein Gruppenhomomorphismus ist, haben wir In(1) = 0. Aber In
ist auch eine Bijektion, und deshalb gilt

H pDap - 1.

p Primzahl

Dies ist nur méglich, wenn a, = 0 fiir alle p. Insbesondere ist die Linearkombination trivial.

Aufgabe 2.
Sei B = {e;}icr ein Basis eines Vektorraums V', und sei I = J; U ... U J,, eine Partition der
Menge I. Bezeichnen Sie mit Vi, := (e; | j € Ji) < V. Beweisen Sie, dass V = ;" Vj, gilt.

Losung.

Erinnern wir uns daran, dass @j.; Vi bezeichnet die Menge Vi x ... x V;;, mit komponen-
tenweiser Struktur eines Vektorraums. Betrachten wir die Abbildung ¢: @}, Vi — V, die
(v1,...,0m) auf v1 + ... 4 vy, schickt.



Es ist klar, dass ¢ linear ist: fir Skalare a, ¢’ und Elemente (v1,...,vn), (v],...,v],) €
D", Vi haben wir

ap(a(vl,...,vm) —i—a’(v{,...,v:n)) = cp((cwl +ad'vy, ..., avpy —i—a'v:n)) =
= (avy + d'v}) + ... + (avy + d'v)) = alvy +...vp) +d (V] +...0),) =

=ap((vi,...,vm)) +do((v],...,0,)).

Jetzt beweisen wir, dass ¢ surjektiv ist, d.h., dass jedes v € V ein Urbild beziiglich ¢ hat.
Sei v € V. Da B eine Basis von V ist, gibt es Skalare a; fiir i € I, so dass v = Ziel e; - a;.
Bezeichnen wir vy, := Zz‘eJk ei-a; € V. Dal = JyU...U.J, eine Partition ist, haben wir
v =11+ ...+ Umn. Aber dann gilt go((vl,...,vm)) =v+...+ vy =v, dh, (v,...,0y) ist
ein Urbild von v.

Jetzt beweisen wir, dass ¢ injektiv ist, d.h., dass Ker(¢p) trivial ist. Sei (v1,...,vy) € Ker(p),
dh.vi+...4 v, =0. Da Vj von {e; | j € Ji} erzeugt wird, gibt es Skalare a; fiir j € Ji, so
dass vy, = ZjeJk eja;. Da I = JyU...UJ, eine Partition ist, haben wir

0:vl+...+vm:Zej-aj—|—...+ Zej'aj:z:ej-aj.

JjEN J€Im JeI

Aber da B eine Basis ist, ist dies nur moglich, wenn a; = 0 fiir alle ¢ € I gilt. Mit anderen
Worten ist vy, = 0 fiir alle £ = 1, ..., m. Deshalb ist Ker(y¢) in der Tat trivial.

Aufgabe 3.

Sei f: V — W eine surjektive lineare Abbildung, und U < V ein Untervektorraum. Beweisen
Sie, dass U ein Komplement zu Ker(f) ist, wenn und nur wenn f|y: U — W ein linearer
Isomorphismus ist.

Losung.
Nehmen wir zuerst an, dass U ein Komplement zu Ker(f) ist, d.h. V = U @ Ker(f).

Beweisen wir, dass f|y surjektiv ist. Sei w € W, und da f surjektiv ist, gibt es ein Urbild
v €V von w, dh. f(v) =w. DaV = U @ Ker(f), gibt es u € U und v € Ker(f), so dass
v =wu+u'. Da f linear ist, gilt f(v) = f(u+u') = f(u)+ f(u), und da v’ € Ker(f) gilt, haben
wir f(u') = 0, mit anderen Worten: w = f(v) = f(u), d.h., u ist ein Urbild von w beziiglich
flo

Beweisen wir jetzt, dass f|y injektiv ist. Sei u € Ker(f|y), d.h. f(u) = 0. Mit anderen Worten
gilt u € Ker(f). Aber es gilt auch v € U und, da V = U @ Ker(f), schlieken wir, dass
U NKer(f) = {0} gilt. Insbesondere haben wir u = 0.

Nehmen wir zenédchst an, dass f|y: U — W ein Isomorphismus ist.

Beweisen wir, dass V = U + Ker(f). Sei v € V und w := f(v). Da f|y surjectiv ist, gibt es
u € U, so dass f(u) = w. Aber da f linear ist, schliefen wir, dass f(v —u) = f(v) — f(u) =
w—w = 0 gilt. Mit anderen Worten: v —u € Ker(f). Aber dann v = u+ (v —u) € U+ Ker(f).

Beweisen wir jetzt, dass U N Ker(f) = {0}. Sei w € U NKer(f), dh. v € U und f(u) =
flu(u) = 0. Aber da f|y injektiv ist, schlieken wir, dass u = 0 gilt.

Wir haben bewiesen, dass V = U + Ker(f) und U N Ker(f) = {0}, mit anderen Worten gilt
V =U @ Ker(f), d.h., U ist ein Komplement zu Ker(f).

Aufgabe 4.
Sei K ein endlicher Korper. Beweisen Sie, dass die Méachtigkeit |K| von K gleich p™ fiir eine
Primzahl p und eine positive ganze Zahl n ist.



Hinweis: Um die Primzahl p zu bestimmen, betrachten Sie den Ringhomomorphismus Z — K.

Losung.
Betrachten wir den (einzigen) Ringhomomorphismus f: Z — K,dern € Zauf1+...+1 € K
—_—

n mal

abbildet. Da K endlich ist, gibt es m < m’ € Z, so dass f(m) = f(m’). Da f ein Ringhomo-
morphismus ist, haben wir f(m’ —m) = 0. Sei p € N eine kleinste Zahl, so dass f(p) = 0.

Wir wollen beweisen, dass p eine Primzahl ist. Offensichtlich f(1) = 1 # 0 € K, deshalb
ist p > 1. Sei p = ab fiir natiirliche a, b € N. Da f ein Ringhomomorphismus ist, schliefsen
wir, dass f(a) - f(b) = f(ab) = f(p) = 0 gilt. Aber da K ein Korper ist, ist K auch ein
Integritatsbereich. Insbesondere f(a)- f(b) = 0 ist nur moglich, wenn f(a) = 0 oder f(b) = 0.
Aber p ist die kleinste Zahl, so dass f(p) = 0 und a, b < p. Dann ist f(a) = 0 nur moglich,
wenn a = p, und dhnlich fiir b. Mit anderen Worten haben wir bewiesen, dass die einzigen
naturlichen Teiler von p die Zahlen p und 1 sind, d.h., p ist eine Primzahl.

Jetzt wollen wir beweisen, dass K ein Vektorraum iiber Z/pZ ist.

Bemerken wir zuerst, dass f: Z — K einen Ringhomomorphismus f: Z/pZ — K induziert.
Fir @ € Z/pZ sei a € Z ein Urbild von @ beziiglich der kanonischen Projektion Z — Z/pZ.
Dann setzen wir f(@) := f(a). Wir miissen auch zeigen, dass f wohldefiniert ist. In der Tat
sei @’ € 7 ein anderes Urbild von @. Dann gilt ¢’ —a = p x k fir k¥ € Z, und da f ein
Ringhomomorphismus ist, schliefen wir, dass f(a’) = f(a) + f(p) - f(k) = f(a) + 0 gilt. Wir
haben bewiesen, dass die Definition von f, die wir gegeben haben, nicht von der Wahl des
Urbildes abhéingt, d.h., dass f wohldefiniert ist.

Da die kanonische Projektion Z — Z/pZ und f: Z — K Ringhomomorphismen sind, ist auch
f ein Ringhomomorphismus. In der Tat seien @, b € Z/pZ und a, b € Z ihre Urbilder, dann
a + b ist ein Urbild von @+ b und deshalb

f@+0b) = fla+0b) = f(a) + f(b) = f(@ + f(b).
Ahnlich, ab ist ein Urbild von @ - b und deshalb

f@b) = f(ab) = f(a)f(b) = f(@)f(b).

Jetzt definieren wir die Struktur eines Z/pZ-Vektorraums auf K wie folgt. Fiir o € Z/pZ und
v € K sei a-v:= f(a)-v. Wir miissen vier Axiome eines Vektorraums iiberpriifen.

Offensichtlich 1-v = f(1)-v = f(1) -v =1-v = v. Als néchstes

a - (u+v)=fl@)(u+v)=fla)u+ fla)v=a-u+a- v
mit Hilfe der Disributivitdt von K. Dann

(a+8) v=TFla+Bw=Tap+FBr=a v+ v,
da f ein Ringhomomorphismus ist und schlieflich

(@B) v = flaB)v = f(a)f(B)v= fa)(B-v)=a- (8- v).

Wir haben bewiesen, dass K ein Z/pZ-Vektorraum ist, aber da K endlich ist, ist K ins-
besondere endlich erzeugt, und deshalb ist K als Z/pZ-Vektorraum endlichdimensional. Sei
n = dimg 7 (K). Dann K = (Z/pZ)" als Z/pZ-Vektorraum, insbesondere gilt

|K| = |(Z/p2)"| = |Z/pZ|" = p".



