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Aufgabe 1.
Sei z € C und B := {1, z}.

1. Fir welche z ist B eine Basis von C als R-Vektorraum?
B

2. Falls B eine Basis ist, geben Sie eine explizite Formel fiir die Koordinaten z; (v) von

v € C an.

Losung.

1. Erinnern wir uns daran, dass {1,} eine R-Basis von C ist, insbesondere ist C ein zweidi-
mensionaler R-Vektorraum und jede R-Basis von C hat genau zwei Elemente. Erinnern
wir uns auch daran, dass man jede Menge linear unabhéngiger Vektoren zu einer Basis
ergénzen kann. Insbesondere ist {1, z} linear unabhéngig, wenn und nur wenn {1, z} ein
Basis ist. In der Tat, falls {1, 2} linear unabhéngig ist, gibt es eine Basis B D {1, z},
aber jede Basis hat zwei Elemente, deshalb gilt B = {1, z}.

Deshalb miissen wir bestimmen, welche komplexen Zahlen z linear unabhéngig von 1
sind. Nehmen wir an, dass 1 und z linear abhéngig sind, d.h., 3a,b € R, so dass

a-14+b-2=0 (1)

mit a # 0 oder b # 0. Offensichtlich, falls b = 0 haben wir auch a = 0 aus , aber das
ist unmoglich. Deshalb gilt b # 0, und haben wir z = a/b aus , insbesondere ist z
reell. Mit anderen Worten: alle komplexen Zahlen, die von 1 linear abhéngig sind, sind
reell. Umgekehrt, fiir jede reelle Zahl z gibt es die nicht triviale lineare Kombination
fir a =z und b = —1.

Mit anderen Worten: {1, z} ist eine R-Basis von C, wenn und nur wenn z € C\ R.

2. Erinnern wir uns daran, dass fiir jede R-Basis B = {1, z} von C haben wir eine Bijektion
®: R? — C, die (a,b) € R? auf a- 1 + b z schickt. Dann bezeichnen wir fiir v € C

(¢7(v), 25 (v)) = @7 (v) € R?,

und 2% (v) werden die Koordinaten von v relativ zur Basis B genannt.

Mit anderen Worten: um x%(v) zu bestimmen, miissen wir ein Element u = (a, b) € R?

finden, so dass ®(u) = a + bz = v. Dann gilt (28 (v),25(v)) = ®71(v) = (a,b).
Falls a + bz = v, schlieken wir, dass v — bz = a real ist, d.h.

Im(v) = Im(bz) = b - Im(2).
Aber, da {1, z} eine Basis ist, wissen wir aus “1.”, dass Im(z) # 0. Deshalb gilt

b = Im(v)/Im(z).

Dann haben wir 25 (v) = Im(v)/Im(z) und 28 (v) = v — (Im(v) /Im(2)) 2.



Aufgabe 2.
Sei u = (a,b), v = (c,d) € K? fiir einen Kérper K und B = {u,v}. Beweisen Sie, dass B eine
Basis von K? ist, wenn und nur wenn ad — bc # 0.

Losung.

Wie wir schon in Aufgabe 1 bemerkt haben, sind zwei Vektoren u, v € K? linear unabhingig,
wenn und nur wenn {u,v} eine Basis ist. Deshalb ist es genug zu zeigen, dass ad — be # 0,
wenn und nur wenn v und v linear unabhéngig sind.

Nehmen wir zuerst an, dass ad — bc = 0 gilt. Dann gilt:
d(a,b) —b(c,d) = (ad — be,bd — bd) = (0,0)

und
c(a,b) — a(e,d) = (ac — ac,be — ad) = (0,0).

Falls eines der Elemente a, b, ¢, d nicht gleich Null ist, erhalten wir eine nicht triviale lineare
Kombination von v und v. Falls alle a, b, ¢, d gleich Null sind, d.h. v = 0 = v, haben wir zum
Beispiel die nicht triviale lineare Kombination 1 -4+ 1-v = 0.

Mit anderen Worten: falls ad — bec = 0 gilt, sind v und v linear abhéngig.

Nehmen wir zunéchst an, dass v und v linear abhéngig sind, d.h., es gibt z, y € K, so dass
z(a,b) +y(c,d) =0
mit x # 0 oder y # 0. Falls v = (0,0), haben wir in der Tat
ad—bc=a-0-0b-0=0.
Falls v # (0,0), gilt auch = # 0, und deshalb
(a,0) = ~2(c.d),

mit anderen Worten: a = —yc/x und b = —yd/x. Aber dann gilt auch

ad—be= YC g ZYd _ Zyedtyed
X T T

0.

Deshalb haben wir bewiesen, dass u und v linear abhéngig sind, wenn und nur wenn ad—bc = 0.

Aufgabe 3.
Sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K und vq,...,v, € V. Beweisen Sie, dass vy, ..., v,
linear unabhéngig sind, wenn und nur wenn fiir jedes k € {1,...,n} der Vektor v; nicht zu
dem Vektorraum (v1,...,vg_1) gehort.
Losung.
Nehmen wir zuerst an, dass v € (v1,...,v,_1) fiir einige k, d.h.,
Vp=0a1 U1+ ...+ Q1" Vp—1
flir a1,...,ax_1 € K. Dann erhalten wir eine nicht triviale lineare Kombination von wvy:

ap v+ ... tag—q1 vg—1+(=1) v +0- vk +...+0- v, =0.

Mit anderen Worten vy, ..., v, sind linear abhéngig.



Umgekehrt nehmen wir an, dass vy, ..., v, linear abhéngig sind, d.h., es gibt eine nicht triviale
lineare Kombination
ai-vi+...+ay,- v, =0.

Sei k die grofite Zahl, so dass ag # 0. Dann gilt:

1
vk::——Af(al'v1—%...+-ak,1'vk,1L
a
mit anderen Worten, v gehort zu (vq,...,vp_1).

Aufgabe 4.

1. Sei K ein unendlicher Koérper und n > 2. Beweisen Sie, dass K" nicht als endliche
Vereinigung echter Untervektorrdume geschrieben werden kann.

2. Zeigen Sie, dass (Z/pZ)? fiir eine Primzahl p als endliche Vereinigung echter Untervek-
torrdume geschrieben werden kann.

Losung.

1. Wir werden per Induktion iiber m zeigen, dass K" keine Vereinigung m echter Unter-
vektorrdume ist. Der Induktionsanfang m = 1 ist klar: in der Tat, ist K™ = U unmdglich
fiir echtes U.

Jetzt nehmen wir an, dass K™ = Uy U...UU,, fiir echte U;. Aus der Induktionsannahme
i<m Uj- In der Tat, falls Up, C U,
K" =U;Uj = U<, Uj, was unmdglich ist wegen der Induktionsannahme.

konnen wir schliefen, dass U,, ¢ |J Uj, haben wir

Da U, ¢ Uj<m Uj, gibt es u € U,y,, so dass u € U; fiir j < m. Da U, echt ist, gibt es
veEV\Up. Sei L:={v+aul|ac K}.

Offensichtlich gilt U,,NL = 0. In der Tat, falls v+au € Uy, gilt auch v = (v+au)—a-u €
Up,, aber das widerspricht unserer Annahme v &€ U,,.

Jetzt beweisen wir, dass U; N L nicht mehr als ein Element enthalten kann fiir j < m. In
der Tat, falls v+au, v+bu € Uj fiir a # b, haben wir auch (a—b)u = (v+au) — (v+bu) €
Uj, aber da a — b # 0, schliefen wir, dass u = (a — b)™! - (a — b)u auch zu U; gehort,
aber das widerspricht unserer Annahme v ¢ U;.

Da

m m
L=LnE"=Ln U | =&y,
Jj=1 Jj=1
kann L nicht mehr als m — 1 Elemente enthalten. Insbesondere ist L endlich.
Aber die Abbildung K — L, die a auf v + au schickt, ist injektiv. In der Tat, falls
v+ au = v+ bu fiir a # b € K gilt, haben wir auch (¢« —b)u = 0 und, da a — b # 0,
schliefen wir u = (@ — b)"*(a — b)u = 0. Aber das ist unméglich, da u &€ U; fiir j < m.

Da K unendlich und L endlich ist, erhalten wir einen Widerspruch.

2. Wir koénnen schreiben
@/mpz)?= |J (.
ve(Z/pL)?
Da Z/p eine endliche Menge ist, ist auch (Z/pZ)? eine endliche Menge. Folglich haben
wir (Z/pZ)? als endliche Vereinigung von Untervektorriumen geschrieben. Da (Z/pZ)?
zweidimensional, aber fiir alle v € (Z/pZ)? der Unterraum (v) hichstens eindimensional
ist, ist (v) fiir jedes v € (Z/pZ)? ein echter Unterraum. Dies zeigt die Behauptung.



