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Aufgabe 1.

Sei GG eine Menge mit zwei Elementen. Beweisen Sie, dass G genau zwei Gruppenstrukturen
zulésst.

Hinweis: Beweisen Sie, dass die Wahl des neutralen Elements die Gruppenstruktur bestimmt.

Losung.

Sei -: G x G — G eine Gruppenstruktur. Dann Je € G, das neutrale Element von (G, -).
Bezeichne mit g das zweite Element von G, also G = {e, g}.

Gemif den Gruppenaxiomen gilt, 3g~' € G. Falls g~! = e, haben wir einen Widerspruch:
g= (g ) '=e'l=ce Somitist g7' =¢g,dh.g-g=e. Abere-g=g-e=gunde-e=e,
da e ein neutrales Element ist. Wir haben fiir jedes Paar (z,y) € G x G das Produkt x - y
bestimmt.

Mit anderen Worten: G = {g1, g2} ldsst genau zwei Gruppenstrukturen G x G — G zu: eine
mit g; als neutralem Element:

(g1.91) = 91, (91,92) = g2, (92,91) = 92, (92, 92) — g1,

und eine mit g9 als neutralem Element:

(91,91) = g2, (91,92) = g1, (92,91) = g1, (92,92) — go.

Aufgabe 2.
Sei (G, -) eine Gruppe und H eine Teilmenge von G. Wir definieren eine Relation

R={(z,y)) eGxG|z-y ' ecH}.

Beweisen Sie, dass R eine Aquivalenzrelation ist genau dann, wenn H # () und das Folgende
gilt:
Ve,yc H -y ' e H.
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Hinweis: Beweisen Sie zuerst, dass Vo,y € G (zvy) ! =y o1

Losung.
Zuerst beweisen wir, dass Vz,y € G (zy)~! =y~ '2~!. Wir haben

(zy) ' =1-(zy) " =y 'y(ay)
~1
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Als Nichstes nehmen wir an, dass R eine Aquivalenzrelation ist. Da R reflexiv ist, ist (1,1) € R,
dh.1=1-1"! € H (insbesondere H # ().



Fiir alle 2, y € H gilt - 17! = 2 € H, dh. (2,1) € R und analog (y,1) € R. Aber da R
symmetrisch ist, folgt auch (1,y) € R. Aus der Transitivitat von R leiten wir ab (z,y) € R,
dh.z-y ' e H.

Umgekehrt nehmen wir an, dass H # () und Vo, y € Hist x-y~' € H.Da H # 0, gibtesw € H
und deshalb ist auch 1 = z - z~! € H. Dann haben wir fiir alley € G auch y-y~' =1 € H,
d.h., R ist reflexiv.

Ebenso fiir jedes z € H haben wir z=! = 1.2~ € H. Folglich fiir alle z, y € G mit z-y~' € H
gilt (z-yH ' =y-27! € H, dh., R ist symmetrisch.
Zum Schluss fiir alle x, y, z € G so, dass (z,y), (y,z) € R, haben wir auch (z,y) € R, d.h.
r-y '€ Hund z-y~! € H. Deshalb ist

zor =y )y )=y ) ey T e

Das zeigt, R ist transitiv.
Aufgabe 3.

1. Fir n € N definieren wir eine Relation R, = {(z,y) € Z x Z | n dividiert = — y}.
Beweisen Sie, dass R,, eine Aquivalenzrelation auf Z ist.

2. Fir x € Z bezeichne T das Bild von x unter der kanonischen Projektion Z — Z/R,,.
Beweisen Sie, dass Z/R,, = {0,1,...,n —1}.

Losung.

1. Fiir alle z € Z dividiert n offenbar x — x = 0, d.h., R,, ist reflexiv.
Wir haben fir alle z, y € Z, wenn n die Differenz (x — y) dividiert, dann dividiert n
auch (y — x) = —(x — y). Daher ist R,, symmetrisch.
Seien z, y, z € Z. Wenn n die Differenzen (x — y) und (y — z) dividiert, dann dividiert
n auch (x — z) = (z —y) + (y — 2), die Relation R, ist also transitiv.

2. Fiir ¢ € Z dividieren wir x durch n mit Rest r, d.h., 3¢, r € Z so, dass 0 < r < n und
x = q-n+r. Dann dividiert n die Differenz (x — r), d.h. T = 7. Mit anderen Worten:
Z/R, ={0,1,...,n—1}.

Beachten Sie auch, dass alle 0,1,...,n — 1 paarweise verschieden sind, da fiir 0 < i <
j < n dividiert n auch (j — 4) nicht.

Aufgabe 4.

Geben Sie eine Bijektion zwischen N x N und N an.

Hinweis: Verwenden Sie, dass jede natiirliche Zahl (ungleich 0) ein Produkt aus einer ungeraden
Zahl und einer Zweierpotenz ist.

Losung.
Fiir (z,y) € N x N definieren wir f(z,y) :=2*(2y+1) € N\ 0.
Offensichtlich ist jedes n € N\ 0 ein Produkt aus einer ungeraden Zahl und einer Potenz von

2. Daher ist f: N x N — N\ 0 surjektiv.

Wenn 2%(2y + 1) = 22w + 1) fiir z < z, dann ist 2°7%(2y + 1) = 2w + 1 ungerade, und
deshalb muss gelten x = z und y = w. Somit ist f auch injektiv.

Dann ist f: N x N — N\ 0 bijektiv und, weil g: N\ 0 — N, g(n) = n — 1, auch bijektiv ist,
erhalten wir eine Bijektion h =go f: Nx N = N, h(x,y) =22y +1) — 1.



