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Aufgabe 1.
Seien X, Y Mengen und f: X — Y eine Abbildung.
1. Fiir A, B C Y zeigen Sie, dass f"1{(ANB) = f~1(A)n f~4B).
2. Geben Sie ein Beispiel A, B C X an, sodass f(ANB) # f(A)N f(B).

3. Fir A, BC X mit ANB =0, AUB = X finden Sie eine Bijektion zwischen Y* und
YA X YD,

Losung.

1. Zwei Mengen sind genau dann gleich, wenn sie die gleichen Elemente enthalten. Deshalb
miissen wir, um Gleichheit zweier Mengen zu beweisen, zeigen, dass jedes Element der
ersten Menge auch in der zweiten Menge und umgekehrt jedes Element der zweiten
Menge auch in der ersten Menge liegt.

Mit anderen Worten: wir miissen beweisen, dass

a) fTY(ANB) C f~1(A) N f~1(B) (das Urbild der Schnittmenge ist in der Schnitt-
menge der Urbilder enthalten);
b) f~Y(A)Nn f~1(B) c f~Y(AN B) (die Schnittmenge der Urbilder ist im Urbild der
Schnittmenge enthalten).
Um a) zu beweisen, muss gezeigt werden, dass fiir jedes z € f~'(A N B) auch z €
fHA) N f71(B) gilt. Sei z € f1(AN B). Dann ist f(z) € AN B.

Nach Definition der Schnittmenge ist f(z) € A und f(z) € B. Da f(z) € A, muss z €
f7Y(A) sein, und, da f(x) € B, muss x € f~(B) sein. Deshalb ist x € f~1(A)Nf~Y(B)

und wir erhalten a).

Um b) zu beweisen, muss man zeigen, dass fiir jedes z € f~1(A) N f~1(B) auch = €
f"YANB) gilt. Sei z € f~1(A) N f~Y(B). Dann ist z € f~1(A) und z € f~1(B).

Da z € f~1(A), muss f(x) € A sein, und, da z € f~1(B), muss f(x) € B sein. Folglich
f(z) € AN B und deshalb x € f~Y(AN B).

Wir haben a) und b) bewiesen, was bedeutet, dass f~(AN B) = f~1(4) N f~4(B).

2. Wahle X = {0,1}, Y = {2}, f(0) =2 = f(1) und A = {0}, B={1}. Dann AN B =1
und f(ANB) = f(0) = 0. Andererseits ist f(A) =Y = f(B) und somit

FANFB)=YNY =Y £0=f(ANB).

3. Fiir eine Abbildung f: X — Y bezeichnen wir mit f|4: A — Y die Restriktion von f auf
A (d.h. fiir jedes a € A definieren wir f|4(a) = f(a)) und dhnlich fir f|p. Wir werden
zeigen, dass die Funktion g: YX — Y4 x YB die f € YX auf g(f) := (f|a, flB) €
Y4 x YB abbildet, eine Bijektion ist.



Um zu beweisen, dass ¢ eine Bijektion ist, miissen wir zeigen, dass sie injektiv und
surjektiv ist. Zuerst beweisen wir die Injektivitit von g¢. Seien fi, fo € Y¥ so, dass

g(f1) = g(f2). Wir miissen zeigen, dass fi1 = fa.

Da g(f1) = g(f2), d.h. (fila, filB) = (f2la, fa|B), folgt, dass fila = fo|a und fi[p =
f2|B- Da fila = fa]a, erhalten wir fiir alle a € A, dass fi(a) = f2(a) gilt, und, da
filp = fa2|B, gilt fiir alle b € B, dass fi(b) = fa(b). Aber X = AU B und es folgt fiir
alle z € X, dass fi(z) = fa(z). Das bedeutet, dass f1 = fo.

Als Niichstes beweisen wir, dass g surjektiv ist. Sei (u,v) € YA x Y5, Wir miissen zeigen,
dass es f € YX gibt, sodass f|4 = v und f|p = v.

Wir definieren f: X — Y wie folgt. Sei z € X. Falls x € A, setze f(x) := u(zx), und,
falls x € B, setze f(x) :=v(z). Da X = AU B, haben wir f(z) fiir alle z € X definiert
und, da AN B = (), haben wir fiir jedes z € X ein eindeutiges y € Y spezifiziert, das
f(z) = y erfillt. Mit anderen Worten: f ist tatsdchlich eine Abbildung von X nach Y.
Nach Konstruktion ist f|4 = u und f|p = v.

Aufgabe 2.
Uberpriifen Sie die folgenden Relationen R C Z x Z auf Reflexivitiit, (Anti)symmetrie und
Transitivitét:

1. R={(a,b) | a <b};
2. R={(a,b) | (a—b)? <1};
3. R={(a,b) | a—"b ist gerade}.

Losung.

1. Es gibt x € Z, z.B. x = 0, so, dass z £ x. Somit ist R nicht reflexiv.

Es gibt x, y € Z, z.B. x = 0, y = 1, so, dass x < y aber y £ x. Also ist R nicht
symmetrisch.

Fiir zwei verschiedene z, y € Z gilt: Wenn z < y, dann kann y < x nicht gelten. R ist
daher antisymmetrisch.

Fiir alle z, y, z € Z gilt: Wenn x < y und y < z, dann z < z, also ist R transitiv.
2. Fiir jedes x € Z gilt (z — z)? < 1, also ist R reflexiv.

Fiir alle z, y € Z gilt: Wenn (2 — y)? < 1, dann ist auch (y — z)2 < 1. R ist daher
symmetrisch.

Es gibt verschiedene z, y € Z, z.B. 2 = 0, y = 1, so, dass (r —y)?> < 1und (y —z)? < 1,
also ist R nicht antisymmetrisch.

Esgibt v, y, 2€Z,zB. 2 =0,y=1,2=2,50,dass (z —y)? <1und (y —2)? <1,
aber (x — 2)? £ 1, also ist R nicht transitiv.

3. Fiir jedes x € Z ist x — x = 0 gerade, also ist R reflexiv.

Fiir alle z, y € Z gilt: Wenn x — y gerade ist, dann ist auch y — z gerade, also ist R
symmetrisch.

Es gibt verschiedene x, y € Z, z.B. x =0, y = 2, so, dass x — y und y — x gerade sind,
also ist R nicht antisymmetrisch.

Fiir alle z, y, z € Z gilt: wenn z — y und y — 2z gerade sind, dann ist auch x — z =
(x —y) + (y — z) gerade, also ist R transitiv.



Aufgabe 3.
Sei X eine Menge und P(X) deren Potenzmenge. Zeigen Sie, dass eine Abbildung f: X —
P(X) nicht surjektiv sein kann.

Losung.
Wir wollen zeigen, dass es keine surjektive Abbildung X — P(X) geben kann.

Um einen Widerspruch zu erhalten, nehmen wir an, dass es doch eine surjektive Abbildung
f: X = P(X) gibt.

Wir definieren nun die Menge M := {x € X |« € f(x)}, M € P(X). Da f nach Annahme
surjektiv ist, gibt es ein m € X mit f(m) = M. Dann gilt aber nach Definition von M:

meM=f(m)=m¢gM= f(m)=me M.

Dieser Widerspruch zeigt, dass die Annahme falsch ist und es keine surjektive Abbildung
X — P(X) geben kann.

Aufgabe 4.
Seien A und B Mengen mit injektiven Abbildungen f: A — B und g: B — A. Zeigen Sie,
dann existiert eine Bijektion h: A — B.

Losung.
Definiere die Mengen:

Co=A\g(B); Cpi=g(f(Car)) fix n>1; C:=|JCn
n>0

fall C:
Fiir jedes z € A setze: h(x) = f(z) alls v €G3
g Yx) falls =z ¢C.

Da im Falle, dass x nicht in C ist, z in g(B) liegen muss, gibt es wegen der Injektivitdt von g
ein eindeutig bestimmtes Element ¢g~'(z) und h ist somit eine wohldefinierte Abbildung von
A nach B.

Wir zeigen nun, dass h: A — B die gewiinschte Bijektion ist.

Zuerst beweisen wir, dass h surjektiv ist. Sei y in B.

Wenn y € f(C), dann gibt es = € C' so, dass f(x) = y. Dann ist h(z) = f(z) = v.
Wenn y & f(C), sei z := g(y).

Nehmen wir zunéchst an, dass x € C liegt. Es gilt aber x = g(y) ¢ Cp, d.h. es gibt n > 0 so,
dass z € g(f(Cy)). Mit anderen Worten: es gibt ¢ € C,, so, dass ¢g(f(c)) = x = g(y). Da g
injektiv ist, bedeutet das, dass y = f(c), was unserer Annahme iiber y widerspricht.

Der Widerspruch zeigt, dass x ¢ C. Dann ist h(z) = g~ *(g9(y)) = v.

Auf jeden Fall haben wir x in A gefunden so, dass h(x) = y. Da y beliebig war, haben wir
bewiesen, dass h surjektiv ist.

Beweisen wir nun, dass h injektiv ist. Seien x1, xo € A so, dass h(z1) = h(x2). Wir betrachten
drei Félle.

Wenn z1,29 € C, dann f(x1) = h(z1) = h(z2) = f(x2), und da f injektiv ist, schliefsen wir,
dass 1 = 9.

Wenn 71,79 ¢ C, dann g~ (z1) = h(z1) = h(z2) = g~ (z2), und deshalb z; = g(g~!(x1)) =
9(g™ (@2)) = 2.



Wenn zum Beispiel 71 € C, z2 € C, dann f(x1) = h(z1) = h(z2) = g~ (z2), also

w2 = g9~ (22)) = g(f(21)) € C.

Der Widerspruch zeigt, dass der dritte Fall unmoglich ist.

Deshalb haben wir fiir beliebige x1, x2 € A mit h(xz;) = h(z2) bewiesen, dass z1 = xg, d.h.
dass h injektiv ist.

Beispiel.

Betrachten Sie das folgende Beispiel. Sei A = (—1,1) ein offenes und B = [—1, 1] ein geschlos-
senes Intervall. Sei f: A — B die natiirliche Inklusionsabbildung, f(a) = a, und definiere
g: B — A als g(b) := b/2 (nach Konstruktion sind f und g injektiv).

Dann,

Co=A\[-1/2,1/2] = (-1, -1/2) U (1/2,1),
Cy = (—1/2,—1/4) U (1/4,1/2),

Cp=(—1/2",—1/2"")y U (1 — 27T 1/2™),

C':”A\ ({£1/2" | n € N} U {0}).

In diesem Beispiel ist h(z) = z fiir € C und h(z) = 2z fir x € {£1/2" | n € N\ {0}} U {0}.
Offensichtlich ist h eine Bijektion zwischen (—1,1) und [—1,1].



