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Losungen:

27.

28.

29.

Untervektorraume. Ist U := {( zl ) | 2 + 2 = 0} ein Untervektorraum von K*?
2

in den Fillen K = IR, C, %o, Zs?
(a) K=1IR: U = {0} ist UVR. ' » ,
(b) K = ©: U kein UVR, denn ( 1 ) € U und (; ) € U, aber ( 1 ) + ( | ) =
1+
< 141 ) ey
O 1 . ,‘ vl.
(c) K=%2:U={<O),( 1)}1stUVR.

(d) K =Zs: U kein UVR, denn ( ; ) €U unld‘<_ ? >-€’,U; aber ( ; ) + ( 2 ) =

(3)e |

(Je 1 P.)

Vollstindige Induktion und Linearitit, Es seien'V, W Vektorraume und f: V —
W eine lineare Abbildung. Man beweise durch vollstandige Induktion fiir alle natiirli-
chen Zahlen n > 1:

Fiir Vektoren vy,...,v, € V und Koeffizienten Q.. dp € K gilt:

(ot + -+ ) = o f(wn) + oo+ 0 f )

Vollsténdige Induktion nach'n. -

(a) Induktionsanfang: n = 1. Zu zeigen ist: f(ayv;) = aif(vy). Das ist eine der
Bedingungen fiir die Linearitit von f, also richtig. '

(b) Induktionsschluf: Es sei n > 1, und es sei vorausgesetzt (Induktionsvoraus-
setzung): Fiir Vektoren vy,...,v, € V und Koeffizienten ay,...,0, € K gilt:
flaavr + ...+ opun) = ag f(v) +. .+ anf(vy). -

Seien nun vy, ..., U1 € V und ay,. .., a4 € K. Dann gilt

floaavy 4.+ angitng) = f(onvr + ... 4+@00,) + Anp1Vny) = (da f linear)
floqur + ... + anvn) + any1 f(Vng1) = (nach Induktion:s-VOraussetzung)
arf(vi) + ...+ anf(vn) + dngr f(Vnga)-

Basis und lineare Abbildungen I.'Es seien V: 'W‘Vekt'o_rréfume und f,g:V - W
lineare Abbildungen. Ferner sei B := {v1,...,v,} eine Basis ‘von V. Man zeige:

Gilt f(v;) = g(v;) firi=1,...,n,sogilt f = g.

Sei v € V; zu zeigen: f(v) = g(v).
{v1,...,v,} eine Basis von V =
Es gibt zq,...,2, € K mit v = 20 + ... + 2,0, =

f) = fmuv 4+ ...+ 2pvn) = 1 f(v1) + ... + 2o f(v,) = z1g(v1) + ... 4+ zpg(vy) =
glzv + ...+ zvy) = g(v).
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30. Basis und lineare Abbildungen II. Es seien V, W Vektorrdume und f :V — W
eine lineare Abbildung. Ferner sei B := {vy,...,v,} eine Basis von V. Man zeige:

(a) Ist f injektiv, so ist f(B) eine Basis von f(V).
i. Sei w € f(V) und v € V mit f(v) = w. v hat eine (sogar eindeutige)

Darstellung v = 2101 + ... + 2,0, mit Koeflizienten zy,...,z, € K.

Damit gilt w = f(v) = @1 f(v1) +... t&af(vs) € (f(v1), ..., f(vn)). Deshalb
ist f(B) Erzeugendensystem von f(V.).

ii. Noch zu zeigen: f(B) l.u.
Seien dazu ay,...,05€ K mit ay f(vy) + ... ¥ ayf(v,) = 0. Dann gilt
flarvr + . .i 4 apuy,):= 0, also, da f injektiv ist; ajv; + ... + anv, = 0.
~Da w,...,v, L.u. sind, sind alle’a; = 0.

(3P.)

(b) Ist f surjektiv, so kann man aus f(B) eine Basis von W auswéhlen

Wie oben sieht man: (f(B)) = W. Die Behauptung folgt aus dem Basisauswahl-
satz.

(1P)

31. Lineare Abbildungen des IR>. Man beschreibe geometrisch die Abbildung

AR} - 1R?

mit

A= 0o 1 70..
V2 0 3V2

Nach dem Hinweis betrachtet man dié.]’?)ilder' der Basisvektoren e; unter dieser Abbil-
dung.

V2 0 =3 2)

ez bleibt fest; €; und e3 werden um den Winkel 7 = 45° um die z9-Achse gedreht. Die
Abbildung ist also eine Drehung um die z5-Achse um den ‘Winkel % .



