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Hausaufgaben

Aufgabe E3.1

Seien (X, )nen unabhéngige identisch verteilte Zufallsvariablen mit E[X;] = 0 und 0 <
Var[X;] < co. Zeigen Sie, dass

k= Xk 4 N(0,1).
vV 2khoy X7

Losung. Wir setzen 02 = Var[X;] = E[X?]. Definiere zudem S,, = >"7_; X3 und T, =
S°F_1 X?. Nach dem zentralen Grenzwertsatz gilt S, /v/n 4N (0,02) und nach dem Gesetz
der groflen Zahlen gilt T;,/n s, E[X?] = o2, also /T,/n 15, &, Verwenden wir also Satz

5.6.3, so erhalten wir
EZ:l Xk _ Sn/\/ﬁ i)
\/22:1 xz VIn/n

wobei Z ~ N(0,0?)/o = N(0,1).

Z,

Aufgabe E3.2

Seien (X, )nen unabhéngige Zufallsvariablen mit X,, ~ Ber(p,), wobei p,, € (0, 1) fiir alle n €
N. Zeigen Sie, dass das zugehérige zentrierte und normierte Dreiecksschema ((Yy, %)}_;)
mit

neN
v X —E[X
nk — )
v Var [y X

die Lindeberg-Bedingung genau dann erfiillt, wenn >, - pn(1 — p,) = oo.

Losung. Esist
Xk — Pk

N

wobei v, = > 7 pr(1l — p). Fiir £ > 0 setzen wir

Yn,k =

n 1 n
Ln(e) =) E {Yfik : ﬂ{yg,kx}} = > E {(Xk — ) ]}-{(kapk)2>5vn}] :
k=1 " k=1

Wir sehen, dass (Xj — pg)? € [0,1]. Gilt nun v, === 00, so wird der Indikator fiir n groB
genug Null, die Summe ist also endlich und L,(¢) — 0 wegen des Faktors 1/v,. Ebenso
direkt sieht man ein, dass L, (g) /4 0 fir v, 4 oo.



Aufgabe E3.3

Sei X > 0 eine Zufallsvariable mit E[X] = co. Zeigen Sie, dass eine P-fast-sicher eindeutige,
F-messbare Zufallsvariable 0 <Y < oo existiert, sodass

/XdP:/YdP fiir alle A € F.
A A

Losung. Wir definieren X3y = X A M und Yy = E[X )/ | F] fur M € N. Wegen 8.6 D) ist
Y eine monoton steigende Folge und es folgt die Existenz einer Zufallsvariable Y € [0, oo]
mit Ya; Y. Sei nun A € F. Aus der Definition der bedingten Erwartung folgt

/X/\MdP:/YMdP,
A A

also ergibt sich mit dem Satz der monotonen Konvergenz, dass

/XdP:/YdP.
A A

Aufgabe E3.4
Beweisen Sie folgende bedingte Form der Chebyshev-Ungleichung: Fiir ¢ > 0 gilt
E[X? | F]

c2

P(X[Zc|F) <

Losung. Da P(|X|>c|F) =E[ljx>q | F] folgt die Aussage aus der Beobachtung

X2
Lixize = 7

zusammen mit der Monotonie 8.6 D).

Aufgabe E3.5

Sei X eine Zufallsvariable mit endlichem zweiten Moment. Zeigen oder widerlegen Sie, dass
X genau dann messbar ist, wenn E[(X — E[X|F])? | F] = 0.

Losung. Betrachte (2,4, P) = ([0,1],B([0,1]), Aljp,1)), wobei A das Lebesgue-Maf} be-
zeichne. Weiterhin sei 7 := {0,Q,[0,3),[3,1]} sowie die Zufallsvariable X = %]l[o,%) +
3
gy + 1y
Da ]l{%} =0 P-fs., gilt ]E[]l{%}|]-"] = 0 P-f.s. Weiterhin ist iﬂ[o,é) + %1[%,1} F-messbar. Wir
erhalten

E[(EX|F) - X)?) = E[(E[L; 3}/ F] ~1;3,)%] = 0.

0

Jedoch ist X selbst nicht F-messbar, denn X 1({Z}) = {3}.

Aufgabe E3.6

Es seien X und Y unabhéngige, standardnormalverteilte Zufallsvariablen. Zeigen Sie, dass
U:=(X+Y)/vV2und V := (X —Y)/v/2 unabhingig und standardnormalverteilt sind und
folgern Sie eine Darstellung von E[X? | X + Y.



Losung. Zunéachst ist die charakteristische Funktion von U nach Z10.1 gegeben durch

t2 . . .
ou(t) = 90/\/(0,1)(’5/\/5)2 = (e77)% = ppo1)(t). Ahnlich zeigt man v (t) = @po1)(t).
Weiterhin hat der Zufallsvektor (U, V') die charakteristische Funktion

X+Y itXfY

VEe V] = px((s+1)/V2)ey((s —1)/V2) =e

. (412 +(s—1)2
1

owy)(st) =Ele
2

242
=e 272 = py(s)pv(t).

Da sie faktorisiert, ldsst sich die Unabhéngigkeit von U und V feststellen. Schreibe

X+Y X-Y\? 1 1 2
X2:( + ):<U+V).
2 2 V2 V2

Da o(X +Y) =0(U), ergibt sich aus dieser Darstellung

EX})X +Y]=E l

Aufgabe E3.7

Seien XY Zufallsvariablen, auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P) und G C A eine
Teil-o-Algebra. X sei weiterhin G-messbar und Y unabhéngig von G. Zeigen Sie fiir alle
beschriankten und messbaren Funktionen f : R? — R, dass

E[f(X,Y) |Gl = g(X) P-ts., g(z):=E[f(z,Y)].

Hinweis: Eine maogliche Losung nutzt Z2.1.

Losung. Betrachte das N-stabile System & := {A x B | A, B € B(R)}, welches B(R?)
erzeugt und R2 = R x R enthélt. Sei A x B € £ und f := 1 44 p. Dann ist P-fs.

E[f(X,Y)[G] = E[ 14(X) 1p(Y)|G] = TA(X)E[ 1p(Y) |G] =1a(X) - P(Y € B).
G-messbar unabh. v. G

Fir alle z € R ist andererseits E[f(z,Y)] = P(Y € B) - 1{z € A}. Die Behauptung gilt
also fiir alle Indikatorfunktionen von Elementen aus £. Betrachte nun den Raum H aller
beschriankten und messbaren Funktionen f : R? — R, fiir welche die Behauptung gilt. Dieser
ist ein Vektorraum (trivial).
Er ist sogar abgeschlossen unter monotoner punktweiser Konvergenz: Sei hierfiir 0 < (fy,)nen C
H mit f, T f und f beschrinkt. Aus dieser punktweisen Konvergenz folgt insbesondere die
B(R?)-Messbarkeit von f. Nach der bedingten Version des Satzes von der monotonen Kon-
vergenz gilt

E[f(X,Y)|g] = lim E[f,(X.Y)] = lim g,(X),

n—oo
wobei gn(z) = E[fn(z,Y)]. Allerdings gilt wiederum wegen der monotonen Konvergenz
lim,, gn(x) = g(x) fiir alle z € R, wobei g(x) = E[f(z,Y)]. Dies zeigt f € H.
Nach Z2.1 gilt also H = L>(R?, B(R?)).



