Sommersemester 2017
Wahrscheinlichkeitstheorie
Extrablatt 2: Losungen
Prof. K. Panagiotou/K. Matzke

Abgabe bis spatestens am 10. Juli. Sie konnen auch zu zweit abgeben.

Hausaufgaben

Aufgabe E2.1

Seien X7, X2 unabhéngige standardnormalverteilte Zufallsvariablen. Bestimmen Sie die Ver-
teilung von X;/Xs.

_ z2+y2

Losung. Nenne der Ubersicht halber X; = Y und X2 = X. Sei fxy(z,y) = %e P

die gemeinsame Verteilung. Fiir ¢ € R erhalten wir

PY/X <c)=P((Y <cX)A (X >0))+ P(Y >cX)A(X <0))

oo prex 0 o]
:/ / fX,Y($7y)dyd$+/ fxy(z,y)dyde.
0 —00 —o0 Jex

Mit der Substitution z = y/z (man beachte, dass z < 0 im zweiten Integral) und Fubini
folgt weiterhin

PY/X <¢)= /OOO /_Coo zfxy(x,xz)dzdr + /_OOO /C_OO rfxy(x, xz)dzde

c o) c 0
:/ / zfxy(z,rz)drdz —/ / zfxy(z,zz)drdz
—00J0 —00 J—00

c 1 S 224 (ax)? ¢ 1 [0 224
:/ —/ |z|e 2 d:vdz:/ —/ xe 2 dzx dz.

=fY/X(Z)

Mit der Beobachtung, dass [;° te™®" dt = [~ ze~"]5° = L gilt

]. o0 _ 21+z2 1 1
fY/X(Z):;/O ze " 2 dm:;mv

also ist fy,x Cauchy-verteilt.

Aufgabe E2.2
Sei (2, A, 1) ein Mafiraum und p > 1. Definiere fiir eine messbare Funtion f: Q — R

1l = (/Qlfl”du>1/p

Zeigen Sie die Minkowski-Ungleichung, also || f + g|l, < || f|l, + [|glp fiir messbare f, g.



Losung. Sei g so, dass ¢~! + p~! = 1. Insbesondere ist also p = q(p — 1) Mit der Holder-
Ungleichung ergibt sich

1/q
J1117 g < 10 ([17 170D i) = 1l 17 +

Analog gilt

1/q
/!g\ Af+ gl dp < gl (/ |f + g|?®~V) du) =lgllp - IIf + gl

Insgesamt erhalten wir also

If+9llp < /(\fl +1gDIf + gl du < (IFllp + llgllp) - I1F + gl

Aufgabe E2.3

Seien (X, )neny unabhéngig und identisch verteilt. Zeigen Sie: falls S, /n L5 mit a € R,
dann E[X;] = a.

Losung. Esist

Yo_Sn_nlSmim, o p(|X
n n n n—1 n

> 1 fiir oo viele n) =0.

Nach dem Borel-Cantelli-Lemma muss also >, -, P (’%

> 1) < oo und damit

> P(IX1| = n) <o = E[|X1]] < oo.

n>1

Nach dem starken Gesetz der grofien Zahlen folgt also S, /n “—= E[X;] und daher E[X;] =
a.

Aufgabe E2.4
Geben Sie Beispiele fiur Zufallsvariablen (X,,),eny und X, sodass X, 4 X und

(i) X, fir alle n € N integrierbar, aber X nicht integrierbar ist oder

(ii) X, fir alle n € N nicht integrierbar ist, X jedoch schon oder

n—oo

(iii) X, fur alle n € N und X integrierbar sind mit E[X,] —— E[X], jedoch (X,)nen
nicht gleichgradig integrierbar ist.

Losung
(i) Wir wéhlen diskrete X und X,, mit den folgenden Verteilungen:
6 k2

keN, P(X,=k) =en—s ke{l,...,n}

P(X = k) = o, o

Nach Z9.3 gilt X,, % X, und E[X] =672 ;51 k™ = oo. Des Weiteren ist 1 < X, <
n, also auch E[|X,|] < co.



(ii) Seien U, V, W, unabhéngig identisch verteilt mit U ~ U ;). Wir wihlen
X =1, Xpn:=U Lpyeny + vt Liysn-1y, n €N

Dann ist E[X] = § und es gilt E[X,] > 1E[V~!] > %fol r7tdz = co. Fiir ¢ > 0 ist
auflerdem .
P(|Xp = X| > ) < P(W > (n=1)/n) = — =0,

also X, I x.
(iii) Sei (92,4, P) = ([0, 1], B([0, 1]),2/{[0,1]). Wihle

X =0, Xn:n(n[()’%]—]l[u), neN.

n'n

Offenbar ist E[X|E[X,] = 0 fiir alle n € N und dartiber hinaus sogar X, L, X. Jedoch
sind die X,, nicht gleichgradig integrierbar, denn zu N > 0 gilt fiir alle n > N, dass

N—o0

ne

Aufgabe E2.5

Seien (Xp,)nen unabhingige exponetialverteilte Zufallsvariablen mit Parameter 1. Sei Y;, =
maxy<y, Xj. Bestimmen Sie eine Sequenz (a,)nen so dass Y, — a, in Verteilung konvergiert.

Losung. Setze a, = logn. Fir ¢ € R gilt

P(Y,—ap<c)=P (ﬂ (Xp <c+ an)) = (1—e7)". Tictan>0}
k=1

—_c\ "
- (1 - en > .]l{c-i'anZO} et = F(C>7

was die punktweise Konvergenz zeigt. Man prift leicht, dass F' tatséchlich eine (stetige)
Verteilungsfunktion ist.

Aufgabe E2.6
Seien X, X1, ..., X, unabhéingige, reelle Zufallsvariablen. Zeigen Sie:
(a) Das Paar (X, X) ist genau dann unabhéngig, wenn X fast sicher konstant ist.

(b) Die Zufallsvariablen X7, ..., X, sind genau dann fast sicher konstant, wenn Y 1 ; X;
fast sicher konstant ist.

Losung.
(a) = Nehme an, X sei nicht f.s. konstant. Dann existiert o € R, sodass 0 < « :=
Fx(z0) < 1. Doch dann ist

a=P(X <x)=P{X <z} N{X < x0}) = P(X < 20) = &,

also « € {0, 1}, ein Widerspruch.



< Sei X =cfs. und A, B € B(R). Es gilt
P(Xe A, XeB)=PXe€ANB)=1canpy = P(X € A)P(X € B).

b) = Sei X} =c¢; fs. firallel <k <n und setze ¢c = > 7, cx. Es ist
( k=1

n n

P(ZXk = C) > P(ﬂka = Ck) = H P(Xk = Ck> =1.

k=1 k=1

< Wir zeigen die Aussage per Induktion, wobei der Anfang fiir n = 1 klar ist. Sei
also n > 1 und definiere Y,, = EZ;% Xp. Dann ist Y,, + X,, = ¢ f.s. fur ein ¢ € R.
Insbesondere ist Y,, = ¢ — X,,. Nehme nun 0.B.d.A. an, X, sei nicht f.s. konstant.
Analog wie in (a) existiert dann zy € R, sodass Fx, (z9) = « € (0,1). Da folglich
auch P(c —Y, < xy) = «, erhalten wir via

a:P(XnSxo/\Ynzc—xO):P(XnSxO)P(Yan—xo):a2

einen Widerspruch. Es sind also Y,, und X, f.s. konstant. Das Resultat folgt, wenn
wir die Induktionsannahme auf Y,, anwenden.

Aufgabe E2.7

Bestimmen Sie fiir jedes Paar an Maflen p und v, welches beziiglich des anderen absolut
stetig ist und warum. Falls eine Radon-Nikodym-Ableitung existiert, geben Sie diese explizit
an; falls nicht, finden Sie ein Ereignis A, das Mafl Null bzgl. des einen Mafles, aber nicht
bzgl. des anderen Mafles hat.

(i) p~ Exp(1),v ~ Exp(2),
(ﬁ) o~ N(Ov 1)7 v Exp(l),
(iii) pu ~ N(0,1),v ~ Bin(100,1/2).

Losung.
(i) Die Mafle p und v sind dquivalent: Fiir A € B(R) gilt

w(A) :/ du(x):/ e Pdr = 1/ e® 2" dx = 1/ e’ dv(z).
A A 2/a 2/a

Also %(m) = 1e®. Analog ist g—l‘;(:c) =2e 7.
(ii) Esist v < paber p &« v. Um den ersten Teil einzusehen, wihlen wir wieder A € B(R):

—z . V2T _a? a?
V(A) = / : ]1[0700)(:17) dr = / e . ]1[0’00)(1}) \/%6 7 t+53 dx

A

= e
A
1:2
= [ e L) @) V2RET dp(a).
A
2

also %(m) = 2me T “ 1jg,00) (). Sei andererseits a < b < 0, dann ist v([a,b]) =

0 < u([a,b]).

(iii) Die MaBe p und v sind bzgl. des jeweils anderen singulir — v ist diskret und p stetig.
Als Beispiel, wihle A = [a,b] mit a < b < 0 und B = {n} mit n € {0,...,100}. Dann
ist v(B) > v(A) =0=u(B) < u(A).

Aufgabe E2.8

Seien X7, Xy unabhéngige und identisch verteilte positive Zufallsvariablen mit E[X;] < oo
und E[X?] = co. Sei Y = min{ X7, X5}. Zeigen Sie, dass E[Y?] < oo.



Losung. Es gilt
E[Y? Uég/ P(Y? > t)dt = / PY > Vi) dt :/ P(X, > V)2 dt
0 0 0
< 1+/ P(X1 > Vt)?dt
1

Maékov 1 " /100 p (Xl S \/{;) . E[\j(;]

dt

s:\/f oo
2 1+E[X1]-/ P(X1 > 5)ds
1

<1+E[X))? < 0.
Losung 2. Esist E[Y?] < E[X;X5] = E[X1]E[X3] < co.

Aufgabe E2.9

Seien (X,)nen unabhéngige, identisch verteilte Zufallsvariablen mit P(X; = i) = 5 fiir

0 <7 <9. Bestimmen Sie die Verteilung von Y =3}, +; 1)(()—2.

Losung. Wir behaupten, dass 0 <Y < 1 uniform auf [0, 1] verteilt ist. Sei hierfiir ¢ € [0, 1]
in Dezimaldarstellung ¢ = 37,5, ¢; - 10~* gegeben. Es ist

n—1
{Y <c¢} = U ({Xn <cptN ﬂ {Xk = ck}>

neN k=1

eine Partition des Ereignisses Y < ¢, also

Cn 1 Cn
PY <=5 . _ N
(Y'<¢) ;10 1071 ;mn ¢

Aufgabe E2.10

Seien (X, )nen unabhéngig und identisch verteilt. Zeigen Sie:

(a) Ve >0:
P(|X,| > en unendlich oft ) =0 <= E[X;]] < o0
P(]X,| > en unendlich oft ) =1 <= E[|X;]|] = cc.
(b) ,
p<. max | X| %0) 1 e E[Xi]] < oo
n 1<k<n
Losung.
(a) Es ist

EXi]] <00 <= Ve>0:E[X] <00 &8 ve>0: 3 P(% > n) <
n>0

— Ve>0: ZP(|X,L] >en) < 0o
n>0

BoreGaptelli o 5 0 . P(|X,,| > en unendlich oft) =0

Die zweite Aquivalenz wird analog gezeigt.



(b) Setze M, = maxj<k<y |Xx|. Wir erhalten

fs. o
M,/n =50 < P (ﬂ{llnrr_lgéan/n < 1/l}) =1
leN
> lim P (liminf M, /n < 1/1) =1
<~ Ve>0:P (liminan/n < 6) =1
n—oo

<= Ve >0: P (M, > en unendlich oft) = 0.

Wir zeigen nun noch, dass
{M,, > en unendlich oft} = {|X,,| > en unendlich oft},

um den Beweis unter Anwendung von (a) abzuschlieflen. Zu zeigen ist nur die Inklusion
‘C’. Betrachte hierfiir ein w, das nicht in der rechten Menge liegt und wéhle NV € N so
grof3, dass | X, (w)| < en fur alle n > N. Setze

C:=¢c ' max [Xp(w)], M :=max(N,C+1).
1<k<N

Nach Wahl ist fir n > M nun maxj<k<ny |Xi(w)| = Ce < en und nach Wahl von N
ist | X%(w)| < en fir alle N < k < n. Also liegt w auch nicht in der linken Menge.

Aufgabe E2.11

Es seien (X, )nen reellwertige u.i.v. Zufallsvariablen mit 0 < E[|X1|] < co. Weiter sei

n
Sp = ZXk, n €N,
k=1

die zugehorige in 0 gestartete sogenannte Irrfahrt. Man beweise, dass

n—o00 n—00

P (limsupS = oo oder liminf .S, = —oo) =1.
(Hinweis: Beweis von Satz 3.15.)

Losung. Bemerke, dass die Bedingung 0 < E[|X;]|] < oo die Existenz eines § > 0 impliziert,
fiir welches P(X; > 6) > 0 oder P(X; < —d) > 0 gilt. O.B.d.A. kénnen wir Ersteres anneh-
men (andernfalls betrachten wir —5,,). Es sei M > 0 beliebig. Definiere die Zufallsvariable
T=T(M):=inf{n > 1: 85, ¢ [-M, M]}. Zu zeigen ist also die dquivalente Behauptung
T < oo fs.

Waihle [ € N mit der Eigenschaft [0 > 2M. Wegen der Unabhéngigkeit der Folge (X,,),, sind
auch die Ereignisse

A; = {X(i—l)l—H >0, ..., Xy > 5}, 1 €N,

unabhiingig. Beachte, dass P(4;) = P(X; > §)! > 0 fiir alle i € N, und wegen der i-
Unabhéangigkeit dieser Wahrscheinlichkeiten ist



Nach dem Lemma von Borel-Cantelli gibt es f.s. unendlich viele i, fiir welche A; eintritt (was
insbesondere heifit, dass f.s. mindestens ein A; eintritt). Fir beliebiges ¢ ist jedoch T' < oo
auf A;: Ist Sy € [-M, M], so folgt aus 1§ > 2M, dass Sy > —M +2M = M, also T < il.
Ist S(;—1y & [ M, M], so ist ohnehin schon T' < (i — 1)I.

Da M > 0 beliebig gewéahlt war, haben wir die Behauptung hiermit gezeigt.

Aufgabe E2.12

Seien X, (Xy)nen Zufallsvariablen mit X, 4 X und F ' (y) = inf{z : Fz(z) > y} die

aus ihren Verteilungsfunktionen gebildeten Quantilsfunktionen. Y sei gleichverteilt auf [0, 1].

Rufen Sie sich in Erinnerung, dass F;'(Y) wie Z verteilt ist, und zeigen Sie, dass F );i (Y) s,

FLH(Y).

Losung. Da I, ! monoton steigt, ist die Menge der Sprungstellen abzahlbar, also eine
Nullmenge. Es geniigt zu zeigen, dass F);j( ) 2% Fil(y) fiir ! stetig an y.

Nehme an, es existiert € > 0, sodass (0.B.d.A.) Xn( ) > Fx'(y) + ¢ fiir unendlich viele n.
Nach der Stetigkeit an y existiert § > 0, sodass F)}l(y +0) < F)El(y) + § =: z.. Es folgt,
dass

inf{ : Fx(2) >y +0} < inf{o: Fx(x) >y} + <.

Nun gilt
o Fx(Fx' (?J))Zy = X( %'(y) +5) > Fx(Fx'(y +6)) >y +06 und
o Py, (Fx'(y)+5) < Fx,(Fx (y) 5) = Fx, (inf{z : Fx,(z) > y} — §) < y unendlich

oft.
Diese beiden Ungleichungen fiihren zu

Fx(xz.) — Fx, (z:) > 0 fir unendlich viele n,

und damit F, (ze) /A Fx(x.). Falls z. eine Stetigkeitsstelle von F'x war, erhalten wir damit
einen Widerspruch. Falls nicht, ersetze x. durch z. + o mit a < %, sodass F'x an x: + «
stetig ist (iiberabzéhlbar viele Wahlmoglichkeiten), um so den Widerspruch zu erhalten.

Ein Korollar dieser Aufgabe ist, dass es fir X, i> X ecinen W-Raum und dort definierte
Zufallsvariablen Y,, und Y mit Px, = Py, und Px = Py gibt, sodass Y, sy



