Sommersemester 2017
Wahrscheinlichkeitstheorie
Extrablatt: Losungen 1
Prof. K. Panagiotou/K. Matzke

Abgabe bis spitestens am 08.06.17. Sie konnen auch zu zweit abgeben.

Hausaufgaben

Aufgabe E1.1

Seien X und Y reelle Zufallsvariablen. Zeigen Sie, dass auch das Produkt XY wieder eine
Zufallsvariable ist.

Losung. Wir zeigen, dass die Ereignisse { XY < a} fiir a € Q messbar sind. Es gilt

(XY <a} = {XT(yn0y = Lacy} U | ({o <X<rn{y< a/r}) U ({r <X <0}n{y > a/r})
reR

= {(XLeny = Tazop} U J ({0 < X <} n{Y <a/r}) U ({r < X <0} n{Y > a/r})
reQ

und {XY < a} ist als abzéhlbare Vereinigung messbarer Ereignisse messbar.

Aufgabe E1.2

Es seien P =~ @) zwei Wahrscheinlichkeitsmafie auf einem Ereignisraum (£2,.4) gegeben und
X eine Zufallsvariable. Beweisen oder widerlegen Sie: Aus X € £L(P) folgt X € £LY(Q).

Losung Sei Q = [1,00) mit der zugehorigen Borel-o-Algebra. Wir wéihlen P und @ mit
den RN-Dichten fp(z) = 11 o) () - 2273 und fo(z) = 1(1,00)(7) -272. Dann ist die Identitét
X (z) = x bzgl. P integrierbar, aber nicht bzgl. Q.

Aufgabe E1.3

Seien (fn)nen und v o-endliche Mafle auf (2, A) und (an)nen 80, dass p 1= 37,51 anptn €in
signiertes Maf ist. Es gelte weiterhin pu,, | v fiir alle n € N. Zeigen Sie, dass p L v.

Losung. Es sei N, fir n € N so, dass v(N,) = 0 und p,(NS) = 0. Definieren wir nun
N = U, Ny, so ist v(N) =0 und p(N¢) =0, also o L v.

Aufgabe El1.4
Seien X1,...,X, € {0,1} Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum so dass
P((X1,...,Xy) =w)=2"" furallew € {0,1}".
(a) Vergewissern Sie sich, dass so ein Wahrscheinlichkeitsraum existiert.

(b) Sei X =37, Xi. Berechnen Sie E[X] und Var[X].
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(c) Zeigen Sie 1+ z < €” fiir x > 0.

(d) Zeigen Sie fiir t >0

: E[X]
P(X >E[X](1+1) < ((1+t)“+t>> .

Hinweis: Benutzen Sie die exponentielle Chebyshev-Ungleichung und nutzen Sie (c) an
geeigneter Stelle.

Losung.

(a) Folgt mit Satz 1.37, da Q2 somit als n-faches Produkt des fairen Miinzwurfs konstruiert
werden kann. Nach diesem Satz folgt weiterhin, dass P(X; = i) = 1 fiir alle j € [n],i €

{0,1}.

(b) Esist E[X] = Y7 E[X;] = 2. Esist E[X?] = 3
daher Var[X]| = =1 E[X;X;] - E[X;]E[X;] =

nd E[X;X5] = 1. Nach U4.7(f) folgt

(c) Esist [y 1dt < [ e’ dt und daher z — 0 < e” —€?, also z < e” — 1.
(d) Wir setzen p = E[X] = 5. Es sei bemerkt, dass fiir A > 0

n

E[eM] =Y P(X =k)eM =2""3%" (Z) 1R =27 (1 4 M),
k=0 k=0

Wir nutzen nun die exponentielle Chebyshev-Ungleichung mit einem A > 0, um eine
obere Schranke zu erhalten, die spater nach A minimiert wird.

EeX] _ (143 -1)" b -nn
P(X >pu(l+1)) < Au(ltt) e (1+t) = eru(lHt)

(66*—1—,\(1%))“

Um obigen Ausdruck zu minimieren, kénnten wir dquivalenterweise f(\) = e —1—\(1+
t) minimieren. Wegen f/(A\) =e* — (1+¢) =0 < A=log(l+t) und f’(\) =¢e* >0
wéahlen wir A = log(1 + ¢). Eingesetzt erhalten wir genau die zu zeigende Schranke.

Aufgabe E1.5

Sei (2, A, P) ein W-Raum und X eine reelle Zufallsvariable. Berechnen sie die ersten zwei
Momente von X sowie Var[X] in folgenden Féllen:

(a) X ist Bernoulli-p-verteilt, d.h. P(X =1) =p, P(X =0)=1—p.
(b) X ist Poisson-verteilt zum Parameter A > 0, also
)\k

P(X =k)= Ee—A, k € Ny.

(c) X ist exponentialverteilt zum Parameter A > 0, d.h. X besitzt die Lebesgue-Dichte
)\G_Atﬂ{t>0}.



Losung.

(a) Es ist E[X] = p, E[X?] = p und daher Var[X] = p — p* = p(1 — p).

(b) Es ist
A Z Ak A Z AF
E[X]=e" =Xe” — =
k>1 (k-1 k>0 !
ENF d A\ d AP
E[X?] = e Z =X Z — =
Z 1) & Ak 1)! A k- 1)!
d
a4y 2
= e (R ) =242
Var[X] = A,
(c) Esist
0 0 0 A 0 )\’

o9 ) S 2
E[X?] :/ e A dt = —th_)‘t‘ + 2/ teMdt = —,
0 0 0 A2
1
Var[X] = ’VE

Aufgabe E1.6
Sei (2, A, P) ein W-Raum und X eine Zufallsvariable mit Werten in [0, oc]. Zeigen Sie, dass

E[XP] = p/ tr~'P(X > t)dt, peN.
0

Losung. Mit Fubini gilt

E[X?] = [ XPdP = ptP My xopndt) dP=p [ P71 [ TixapndP) dt
Q Q 0 { } 0 Q { )

:p/ tr~1P(X > t)dt.
0

Aufgabe E1.7
Sei X eine Zufallsvariable mit E[X] = 0 und Var[X] = 02 < o0, sei a > 0. Zeigen Sie, dass
2
P(X >a) < i

Hinweis: Betrachten Sie P(X +t > a+t).



Losung. Seit > —a. Dann gilt mit Satz 2.9 mit h(z) = (z + t)?, dass

2 02 2
P(X+t>a+t) < E[((j:t;) I @ :_rt; =: f(1).

Minimieren wir die recht Seite nun nach ¢, so erhalten wir (a +t)*f/(t) = 2t(a +t)* — 2(c? +
t2)(a +t), also f'(t) = 0 fiir t = 02/a > 0. Einsetzen ergibt

21+L2 2
f(UQ/a):U( 2a2): 20 2"
(a+ )2 a*+o

Aufgabe E1.8

Sei (Ap)nen eine Folge von Ereignissen in einem Wahrscheinlichkeitsraum.

(a) Zeigen Sie, dass liminf,, 0 A, = limsup,,_, An.
(b) Formulieren Sie das Borel-Cantelli Lemma fiir liminf,, o A,.
Losung
(a) Es ist
{hTILIL Sup A} = { A7 fiir unendlich viele n}©

= {A¢ fur hochstens endlich viele n}
= {A,, fur alle aufler endlich viele n}

= liminf A,,.
n—oo

(b) Sei (Ap)nen eine Familie von Ereignissen. Dann gilt

(i) Sps1 P(AS) <00 = P(liminf, o Ap) = 1.
(ii) >,>1 P(A5) = oo und (Ap)nen unabhéngig = P(liminf,, o A,) = 0.

Aufgabe E1.9

(a) Sei X eine Zufallsvariable. Wir nehmen an, dass fiir die Lebesgue-Zerlegung der Ver-
teilung Px = P, + P bzgl. des Lebesgue-Mafles A\ gilt, dass der singuldre Anteil
Py =3, cn 6, erfiillt, wobei o > 0 und 6,(A) = Lzea.

(i) Bestimmen Sie N und die ag, und argumentieren Sie, dass N abzahlbar ist.
(ii) Bestimmen Sie P,.

Hinweis: Betrachten Sie die Verteilungsfunktion und deren Unstetigkeitsstellen.

(b) Seien P,Q zwei W-Mafle auf (2,.4). Sei Q = Q, + Qs die Lebesgue-Zerlegung von @
bzgl. P, es existiere also eine Dichte f mit Qq(A) = [, f dP. Es gelte weiterhin f = oo
Qs-f.s. Definiere die Menge A, := {w: f(w) > ¢} fiir ¢ > 0. Zeigen Sie:

P(B)<P(A) = Q(B)<QA) VBe A

Hinweis: Schétzen Sie Q(A.) — Q(B) geeignet nach unten ab.



Losung.

(a)

Anschaulich:

e Spriinge in der Verteilungsfunktion entsprechen dem singuldren Anteil, d.h. einer
Summe von gewichteten Diracmafen,

e die glatten Anteile der Verteilungsfunktion (nachdem man die Spriinge entfernt
hat), ensprechen dem absolutstetigen Anteil.

Genauer: Sei F' die besagte Verteilungsfunktion. Definiere fiir z € R

Fi(x) =lm F(y), F-(z) =1limF(y).

Damit ist N :={z € R | F_(z) < Fy(z)}. Es gilt N = U,J,, wobei
Jo={z€R:F(z)— F_(z) >1}.

Offensichtlich ist |J,,| < n und damit N als abzéhlbare Vereinigung endlicher Mengen
abzéhlbar. Betrachte nun
Py = Z(F+(w)—F_($)) Oz
~~
zeN Dirac-Punktmafl
Klar ist, dass P singuldr zum Lebesguemaf ist. Nun entfernen wir die Spriinge aus
der Verteilungsfunktion, betrachten also

Fa):=F@)— Y. (Fi(z) - F_(2)).

2EN:z<x

Diese Funktion ist stetig und monoton wachsend. Geméafl grundlegenden Resultaten
der Mafitheorie gibt es genau ein Mafl P, auf B(R), welches fiir alle a < b

Py((a,b)) = F(b) — F(a)

erfiillt. Dieses Maf ist absolut stetig zum Lebesguemas.

(Bemerkung: Die Voraussetzung der Aufgabe verhindert, dass sich hinter F die Kombi-
nation eines zum Lebesguemaf} absolutstetigen und eines zum Lebesguemaf singuliren
MafBes mit stetiger Verteilungsfunktion versteckt. Allgemeine Wahrscheinlichkeitsma-
Be auf (R, B(R)) lassen sich zerlegen in eine Kombination von Diracmaflen, einen zum
Lebesguemafl singuldren Anteil mit stetiger Verteilungsfunktion und einen zum Lebes-
guemaf absolutstetigen Anteil.)

Wihle N € A, welches Qs(N¢) = P(N) = 0 erfiillt. Ohne Beschrédnkung der Allge-
meinheit konnen wir annehmen, dass f|y = oo gilt, d.h. N C A, fiir alle ¢ > 0.
Betrachten wir die Differenz

Q)= Q(B) = [ (L4, ~16)(dQu+ Q) = [ (1. ~15)dQu+ [ (La.~1p)fdP,

Auf N ist 14, —1p =1—1p > 0. Wir erhalten

Q) = Q(B) > [ (1 ~1p)fdP

N¢

Nun miissen die verschiedenen moéglichen Werte der Indikatorfunktionen vergleichen.



o Ist 14, =1p,s0ist f(La, —1p) > c(la, —1p).

e Ist 14, = 0 und 1p = 1, so ist nach Definition f(14, — 1p) = —f > —c =
c(ly, —1p).

o Ist 14, = 1und 15 = 0, so ist nach Definition f(14,—1p)=f >c=c(la,—1p).

Folglich gilt
Q)= QB = [ (La ~1p)fdP = c [ (Lo ~1p)dP = (P(A) - P(B)).

wobei die letzte Gleichheit daraus folgt, dass P auf dem Ereignis N¢ volle Masse hat.
Wenn P(A.) > P(B), so folgt aus dieser Ungleichung Q(A.) > Q(B).



