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Wahrscheinlichkeitstheorie
Extrablatt 1
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Abgabe bis spdtestens am 08.06.17. Sie konnen auch zu zweit abgeben.

Hausaufgaben

Aufgabe E1.1

Seien X und Y reelle Zufallsvariablen. Zeigen Sie, dass auch das Produkt XY wieder eine
Zufallsvariable ist.

Aufgabe E1.2

Es seien P ~ @ zwei Wahrscheinlchkeitsmafie auf einem Ereignisraum (€2,.4) gegeben und
X eine Zufallsvariable. Beweisen oder widerlegen Sie: Aus X € £L1(P) folgt X € £LY(Q).

Aufgabe E1.3

Seien (pin)nen und v o-endliche Mafle auf (€2,.A) und (an)nen 50, dass p := 3,5 anpty ein
signiertes Maf ist. Es gelte weiterhin u,, | v fiir alle n € N. Zeigen Sie, dass p 1 v.

Aufgabe El1.4
Seien X1,...,X, € {0,1} Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum so dass
P(X1,...,Xy) =w)=2"" firallew € {0,1}".
(a) Vergewissern Sie sich, dass so ein Wahrscheinlichkeitsraum existiert.
(b) Sei X =37, Xi. Berechnen Sie E[X] und Var[X].
(c) Zeigen Sie 1 +x < e* fir x > 0.
(d) Zeigen Sie fiir t > 0
ot E[X]
P(X >E[X](1+1)) < (W) .

Hinweis: Benutzen Sie die exponentielle Chebyshev-Ungleichung und nutzen Sie (¢) an
geeigneter Stelle.

Aufgabe E1.5

Sei (2, A, P) ein W-Raum und X eine reelle Zufallsvariable. Berechnen sie die ersten zwei
Momente von X sowie Var[X] in folgenden Fillen:

(a) X ist Bernoulli-p-verteilt, d.h. P(X =1) =p, P(X =0)=1—p.



(b) X ist Poisson-verteilt zum Parameter A > 0, also
)\k

P(X =k)= ﬁe_A, k € Ny.

(c) X ist exponentialverteilt zum Parameter A > 0, d.h. X besitzt die Lebesgue-Dichte
)\C_Atﬂ{t>0}.

Aufgabe E1.6
Sei (€2, A, P) ein W-Raum und X eine Zufallsvariable mit Werten in [0, co]. Zeigen Sie, dass

E[X?)] :p/ tr~'P(X >t)dt, peN.
0

Aufgabe E1.7
Sei X eine Zufallsvariable mit E[X] = 0 und Var[X] = 02 < oo, sei a > 0. Zeigen Sie, dass
2
P(X >a)< S

Hinweis: Betrachten Sie P(X +t > a+t).

Aufgabe E1.8

Sei (Ap)nen eine Folge von Ereignissen in einem Wahrscheinlichkeitsraum.

(a) Zeigen Sie, dass liminf,, o, A, = limsup,,_,., An.

(b) Formulieren Sie das Borel-Cantelli Lemma fiir liminf,,_, o A,.

Aufgabe E1.9

(a) Sei X eine Zufallsvariable. Wir nehmen an, dass fiir die Lebesgue-Zerlegung der Ver-
teilung Px = P, + Ps bzgl. des Lebesgue-Mafles A\ gilt, dass der singuldre Anteil
Py =3 cn i, erfiillt, wobei o, > 0 und 0,(A) = Lyca.

(i) Bestimmen Sie die N und die o, und argumentieren Sie dass N abzé&hlbar ist.
(ii) Bestimmen Sie P,.

Hinweis: Betrachten Sie die Verteilungsfunktion und deren Unstetigkeitsstellen.

(b) Seien P, @ zwei W-Mafle auf (2,.A). Sei Q = @, + Qs die Lebesgue-Zerlegung von Q
bzgl. P, es existiere also eine Dichte f mit Q,(A4) = [, f dP. Es gelte weiterhin f = oo
Qs-f.s. Definiere die Menge A, := {w: f(w) > ¢} fiir ¢ > 0. Zeigen Sie:

P(B) < P(A.) = Q(B)<Q(A) VBe A

Hinweis: Schétzen Sie Q(A.) — Q(B) geeignet nach unten ab.



