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Aufgabe 2

Charakterisieren Sie alle Baume mit Knotenmenge [n], die die Eigenschaft haben, dass es
1 <i < j < n gibt, so dass der Priifercode nur die Zahlen ¢ und j enthélt.

Losung Sei P = p; ...py—2 ein Priifercode und T der zugehorige Baum. Aus der Vorlesung
wissen wir: falls ¢ € [n] nicht in P auftaucht, also p1,...,pp—2 # ¢, dann ist £ ein Blatt in 7T'.
Allgemeiner, falls ¢ genau k — 1 Mal auftaucht, so ist dr(¢) = k.

Fiir den Baum aus der Aufgabenstellung gilt somit:
e die Knoten [n] \ {i,j} sind Blétter;

e die Knoten 4, j haben zusammen n Nachbarn, d.h., dr(i) + dp(j) = n. Da es nur n — 2
Blatter gibt, ist ij € E(T).

Somit besteht ein solcher Baum aus zwei Sternen mit Zentren ¢ und j sowie mit 75 als weiterer
Kante.

Aufgabe 3
Seien nq,...,ng € N. Sei G ein Graph mit £ > 1 Komponenten G, ..., Gk, so dass v(G;) =
n;. Ein Graph H = (V(G), E) heisst eine zusammenhdingende Erweiterung von G, falls

e GCH,

e H ist zusammenhéngend.

Der Graph H heisst minimal, falls er unter allen zusammenhéngenden Erweiterungen von G

eine kleinste Anzahl von Kanten hat.

a)  Charakterisieren Sie alle minimalen zusammenhéngenden Erweiterungen von G.
Hinweis: Betrachten Sie einen Graph H', so dass V(H') = {G1,...,Gy}. Welche Ei-
genschaften hat H'?

b)  Zeigen Sie: Die Anzahl minimaler zusammenhéngender Erweiterungen von G ist

(i) (&)

Loésung a) Wir machen zunédchst zwei einfache Beobachtungen. Erstens, falls H eine mini-
male Erweiterung von G ist, dann gibt es fiir alle 1 <4 < j < k hochstens eine G; — G; Kante
in H; sonst konnte mindestens eine Kante aus H entfernt werden, ohne den Zusammenhang
zu zerstoren. Zweitens, sei H' ein Graph mit

V(H") ={G1,...,Gx}, E(H')={G;G;: es gibt genau eine G; — G; Kante in H}.



Dann ist H' zusammenhéngend — sonst gibe es eine Partition (L, R) von [k] mit der Eigen-
schaft, dass es keine U;c1,G; — UjerGj Kante in H gibe, und somit wire H nicht zuasmmen-
héangend — und kreisfrei — da man sonst eine Kante aus H' und somit aus H entfernen kénnte,
so dass der restlich Graph immer noch zusammenhiangend ware. H' ist also ein Baum, und
aus den zwei Beobachtungen folgt: H ist eine minimale Erweiterung von G ist, genau dann,
wenn

e H' ein Baum ist und
e falls G;G; ¢ E(H’), dann gibt es keine G; — G Kante in H;
e falls G;G; € E(H’), dann gibt es genau eine G; — G; Kante in H.

b) Um die Anzahl minimaler zusammenhéngender Erweiterungen von G zu bestimmen be-
trachten wir zunéchst einen Baum H' mit Knotenmenge G1, . .., Gy. Da fiir jede Kante G;G;
in H' genau eine G; — G; Kante in einer minimalen zusammenhéngenden Erweiterung H
gibt, erhalten wir dass die Anzahl minimaler zusammenh#ngender Erweiterugen mit H’ als
zugehorigen Baum gegeben ist durch

k

H nin; = Hn?H'(i).

GiGjEE(H’) =1

Seien dy,...,d; € N. Nach dem Priifer-Code ist die Anzahl der Baume H’ mit Gradse-
quenz (dy,...,dy), dh. d; = dg (i) fir alle ¢ € [k], gegeben durch den Multinomialkoeffizient
dl—ll?:?dk—l)' Wir erhalten also alle minimalen zusammenhéngenden Erweiterungen von G
indem wir iber alle Moglichkeiten dy,...,d; zu wihlen summieren. Der Multinomialsatz

ergibt dann
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Aufgabe 5
Sei K, , der vollstandige bipartite Graph mit

V(Kpm)=[n+m], E(K,m) ={ij:1<i<nn<j<n+m}

Machen Sie sich ein Bild von K, ,,, und bestimmen Sie 7 (K, ).

Losung Hier ist ein Bild vom K35 :



Um die Anzahl der Spannbédume von K, , zu bestimmen, verwenden wir das Matrix-Tree
Theorem. Die Adjazenzmatrix A sowie die Gradmatrix D vom K, , sind gegeben durch

o ... 001 ... 1
: S © »m mal
0 01 1
A= 1 10 0
: n mal
1 10 0
sowie
n 0 . 0
: : m mal
n 0 0
D=1, 0 m
: : . n mal
0 ... 0 m

Um das Matrix-Tree Theorem anzuwenden bestimmen wir die Determinante von A — D,
wobei wir die erste Zeile und die erste Spalte entfernen. Es gilt

n -1 —1
: m — 1 mal
n —1 ... -1
(A_D)(H) -1 ... 1 om
: n mal
-1 -1 m

Wir machen nun Spaltenumformungen um diese Matrix in obere Dreiecksform zu bringen.
Dazu addieren wir jede Spalte zur letzten Spalte. Wir erhalten

n -1 ... 0

n -1 0
-1 -1 m 1
-1 -1 1

Die ersten m — 1 Eintridge der letzten Spalte sind 0, da wir n Spalten mit Wert —1 zu einer
Spalte mit Wert n (und m — 2 Spalten mit Wert 0) addiert haben. Die letzten n Eintrige
sind 1, da wir m — 1 Spalten mit Wert —1 zu einer Spalte mit Wert m (und n — 1 Spalten
mit Wert 0) addiert haben. Addieren wir nun die letzte Spalte zu den ersten m — 1 Spalten,
erhalten wir

n -1 ... 0

n —1 0
0 0 m 1
0 0 1



Dies ist eine obere Dreiecksmatrix und diese hat Determinante gleich dem Produkt der Dia-
gonalelemente. Wir erhalten damit 7(K,, ) = n™ 1m"~1.

Aufgabe 6

Sei G = (V, E) ein Graph, X C V ein minimaler Trenner von G. Seien C1,...,Cy mit k > 2
die Komponenten von G[V \ X]. Zeigen oder widerlegen Sie: fiir alle z € X und 1 <i <k

Lésung Angenommen es gibt x € X und 1 <14 < k, sodass
N(;(.Z') N V(CZ') = 0.

Da Ci,...,C) die Komponenten von G[V \ X] sind, gibt es fiir alle 1 < i < j < k keinen
Pfad zwischen Elementen von C; und Cj. Fiigen wir nun x wieder in GV \ X] ein, verbinden
wir alle Komponenten, die mit z benachbart sind zu einer neuen Komponente. Da C; nicht
mit x benachbart ist, ist C; nicht Teil dieser neuen Komponente. Es gibt also weiterhin > 2
Komponenten in G[V \ (X \ {z})], wodurch dieser Graph nicht zusammenhéngend ist. Dies
ist aber ein Widerspruch zu X minimaler Trenner.

Aufgabe 7

Sei G ein Graph mit 6(G) > |V(G)| /2 +t, wobei 0 < t < |V(G)| /2 — 1. Zeigen Sie, dass
k(G) > 2t + 2. Ist die Voraussetzung an G bestmoglich?

Loésung Sei n = v(G), C C ein minimaler Trenner, und z,y zwei Knoten in verschiedenen
Komponenten von G\C'. Dann gilt z,y ¢ E(G), die Nachbarn von x und y liegen also alle in
V\{z,y} liegen. Daraus erhalten wir, dass

|INg(x) " Ng(y)| > 2(n/2+1t) — (n—2) =2t + 2.

Jedoch muss jeder Knoten, der sowohl zu x also auch zu y benachbart ist, in C' liegen; damit
ist |C| > 2t + 2.

Die Voraussetzung ist bestmoglich. Betrachte dazu zwei vollstdndige Graphen mit n/2+¢+1
Knoten, die sich auf einer Menge von 2t + 2 Knoten schneiden. Der entstehende Graph hat

n Knoten, §(G) = n/2 4+t und k(G) = 2t + 2, da er nicht mit weniger als den 2¢ + 2 Knoten
im Schnitt getrennt werden kann.



