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Aufgabe 1 (6 Punkte).

a) = b):

b) = a):

b) = ¢o):
c) = b):

Sei x ein Nullteiler in R/I. Dann gibt es ein § # 0 € R/I, so dass 7 = 0. Also gilt
y ¢ Iund xy € I, mit a) folgt dann, dass es ein n > 1 gibt mit x" € I, d.h. " = 0, also
ist ¥ nilpotent.

Sei xy € I. OBdA x ¢ I. Dann gilt ¥j = 0 mit ¥ # 0, d.h. 7 ist ein Nullteiler in R/I.
Nach Voraussetzung sind aber alle Nullteiler nilpotent, d.h. es existiert ein n > 1 mit
7" =0,alsoy" € L.

In Aufgabe 2 c) zeigen wir sogar mehr.

Es gilt nun Assg(R/I) = {p}.

Sei x ein Nullteiler auf R/I. Die Menge R \ p ist gerade die Menge der Nicht-Nullteiler
auf R/1I, also folgt x € p. Nach Satz 6.2.3 gibt es ein n € IN mit p" - (R/I) = 0.
Insbesondere, also x" - (R/I) = (0), d.h. x" € I. Damit ist % nilpotent in R/I.

Die Bedingung I # (0) wird in den Beweisen nicht benutzt und ist somit auch nicht notwendig.
Dancke fiir den Hinweis.

Aufgabe 2 (6 Punkte).

a)

b)

Wir verwenden die Definition von Aufgabe 1 b). Sei p := V1. Wir wollen zeigen, dass
p ein Primideal ist. Sei dazu fg € p und f ¢ p. Dann gibt es ein n € IN mit f"g" € I.
Wegen f & p gilt f" ¢ I. Also ist §" ein Nullteiler in R/I. Da jeder Nullteiler nilpotent
ist, gibt es ein m € IN mit der Eigenschaft g™ € I, also g € p.

Wenn wir die Definition in Aufgabe 1 a) fiir das Primérideal I wéhlen ist dies klar, da
wir n = 1 wahlen konnen.

Wir verwenden die Definition von Aufgabe 1 b). Sei p := VI, x € R\ I und f e
Anng(%). Dann gilt fx € I. Also gibt es ein n € IN mit /" € I, dh. f € p. Falls
also Anng (%) = ¢ ein Primideal ist, so folgt I C ¢ C p. Da p endlich erzeugt ist (hier
benotigen wir die Voraussetzung: R noethersch), gibt es ein m € IN mit p" C I, also
auch p” C ¢. Da ¢ prim ist, folgt p C ¢, also p = «¢.

Aufgabe 3 (6 Punkte).

a)

Sei N' = R\U die Menge der Nullteiler. Die Primideale in K(R) entsprechen einein-

deutig den Primidealen P C R mit P C N.Sei m C K(R) ein maximales Ideal. Dann

gibt es also ein Primideal P von R mit P C A und U~!P = m. Nach Satz 6.1.2 b) gilt
N - U Q/

Q€Assg(R)



b)

also insbesondere P C |J Q. Nach Lemma 6.1.3 folgt P C Q fiir ein Q € Assg(R). Da
m maximal ist, muss P ein maximales Element in Assg(R) sein. Also entsprechen die
maximalen Ideale in K(R) genau den maximalen Elementen in Assg(R).

Die Menge U der Nicht-Nullteiler ist gegeben durch {(a,b) | a,b € Z\{0}}. Also
ist K(Zx2Z) = Q x Q. Die Ideale von Q x Q sind gegeben durch (0) x (0), (0) x
Q,Q x(0),Q x Q. Die maximalen Ideale sind gerade (0) x Q,Q x(0), korrespondie-
rend zu Assz « z(Z x Z) = {Z x(0),(0) x Z}.

Aufgabe 4 (4 Punkte).

a)

b)

In dieser Aufgabe nutzen wir ohne zusétzlichen Verweis, dass Lokalisierung mit der
Bildung von endlichen direkten Summen, von endlichen Durschnitten und von Quo-
tienten kommutiert. Wenn die Aussage nun fiir zwei R-Moduln M und N gilt, dann
gilt sie auch fiir M + N:

U '(Ann(M + N)) L(Ann(M )mAnn(N))
'(Ann(M)) N U~ (Ann(N))
Ann(U~ 1M)ﬁAnn(S_lN)
Ann(U'M + U 'N)
Ann(U (M + N)).
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nn

Also reicht es die Aussage fiir ein M zu zeigen, dass von einem Element erezeugt
wird. Unter dieser Voraussetzung gilt nun M = R/ Ann(M) (als R-Moduln). Daraus
folgt

Ann(U~'M) = (U7'R)/(U~! Ann(M))
und somit Ann(U~'M) = U~ Ann(M).
Wir setzen M = Q/Z, R = Z und U = Z\{0}. Man kann nun einfach nach-

rechnen, dass M nicht endlich erzeugt ist als Z-Modul. Es gilt Anng(M) = 0, aber
Anng g (U7TM) = Q wegen UM = 0.



