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Aufgabe 1 (6 Punkte).
Wir wollen zuerst folgende Aussage festhalten, die uns eine (oft sehr niitzliche) dquivalen-
te Charakterisierung von Flachheit liefert: Sei M ein A-Modul. Dann sind die folgenden
beiden Aussagen dquivalent:
a) Wenn S : 0 - N’ — N — N” — 0 eine beliebige exakte Sequenz ist, dann ist S ® M
eine exakte Sequenz.
b) Wenn f : N’ — N ein injektiver A-Modulhomomorphismus ist, dann ist f ® idy :
N'® M — N ® M injektiver A-Modulhomomorphismus.
Dies Aquivalenz folgt direkt aus Satz 4.2.6 d) der Vorlesung.
Zusétzlich ist auch folgende Verallgemeinerung von Satz 4.2.6 c) der Vorlesung oft niitzlich:
Seien M; und N A-Moduln und M = @,.; M;. Dann gilt:

NeM=P (NoM)

i€l

a) Seij: N — N ein A-Modulhomomorphismus.
Mit den Isomorphismen aus der Vorlesung kénnen j & id s mit
h:@®ic;(N' @ M;) = Djc;(N ® M;) identifizieren. Die Kompositionen
NoM - @NeoM) SINoM ' NeMS PNoM) > NoM,

iel iel

sind j ® idps,, wobei die erste Abbildung injektiv und die letzte Abbildung surjektiv
ist.

Also ist h die direkte Summe der j ® id;;, und somit j ® id s injektiv, wenn alle j @ id
injektiv sind.

Wenn alle M; flach sind und j injektiv ist, dann ist auch jedes j ® idy;, und somit
j ®idp. Also ist M flach.

Andererseits, wenn ein M; nicht flach ist, dann gibt es ein j, so dass j ® ids, nicht
injektiv ist, und somit ist auch j ® id nicht injektiv. Also ist M nicht flach. Dies zeigt
insgesamt die Aquivalenz die behauptet wurde.

b) i) Sei S eine kurze Sequenz von A-Moduln. Dann gilt
SRAM=S®R4(BRgM) = (S®4B)®pN.

Wenn also S exakt ist, ist auch S ® 4 B exakt, da B flach als A-Modul ist und da
M ein flacher B-Modul ist, ist auch (S ® 4 B) ®p N flach und mit oben somit auch
S ®a M, was zu zeigen war.



ii) Sei j : N; < N, ein injektiver B-Modulhomomorphismus. Dann reicht es zu
zeigen, dass j ® idy, : Ny ®p Mp — N> ®p Mp injektiv ist, um zu zeigen, dass
Mp ein flacher B-Modul ist. Mit der Abbildung f, kann man alle Moduln als A-
Moduln auffassen und wir bekommen die kanonischen A-Modulisomorphismen

N; ®p Mp = N; ®p (B®4 M) = (N; ®p B) @4 M = N; ®4 M,

wobei die erste Gleichheit, das Einsetzen der Definition und die erste Isomorphie
Aufgabe 1 ist. Die zweite Isomorphie ist eine Kombination aus Isomorphismen
der Vorlesung. Da j auch injektiv als A-Modulhomomorphismus ist und M flach
ist, ist j @ idy : N1 ®4 M — N ® 4 M injektiv. Wenn wir auf beiden Seiten die
kanonischen Isomorphismen von oben, ‘davor bzw. dahinterschalten” erhalten
wir die Abbildung j ® idy, die dann ebenfalls injektiv ist.

Aufgabe 2 (4 Punkte).

a) Dies folgt sofort aus Aufgabe 1 a), da der Ring A selbst flach ist.

b) Da wir schon die passende Definition fiir projektiv angegeben haben, folgt dies eben-
falls sofort aus Teilaufgabe a) und Aufgabe 1 a).

Aufgabe 3 (6 Punkte).

a) Wir setzen M = Z. Dann ist sowohl {1} als auch {—2,3} eine minimale Basis aber
die Kardinalitit ist offensichtlich verschieden.

b) Wir setzen M := M/mM und n := dimy(M). Wenn nun {i,...,%u,} eine Basis von

M ist iiber k, dann wihlen wir ein Urbild u; € M fiir jedes u; und wir zeigen, dass
{uy,...,u,} eine minimale Basis ist. Es gilt M = Y~ Au; + mM und M ist endlich er-
zeugt, also auch M/ ) Au;, also folgt mit Nakayamas Lemma M = ) Au;. Falls nun
{u1,...,u,} nicht minimal wire und man Elemente entfernen konnte, also beispiels-
weise, wenn {uy, ..., u, } schon M erzeugt, miisste auch {i, ..., 7, } M erzeugen, was
ein Widerspruch ist.
Als nédchstes zeigen wir, dass jede Minimalbasis von M die wie oben erzeugt wird,
n Elemente hat. Falls {u,...,u,} eine Minimalbasis von M ist setzen wir ; als das
Bild von u; in M. Dann erzeugt iy, ..., U, den Modul M, und die Elemente sind linear
unabhéingig tiber k. Insgesamt, zeigt dies aber die Aussage.

Aufgabe 4 (4 Punkte).

a) =: Wir wollen zeigen, dass wenn M’ oder M" nicht noethersch ist, dann ist auch M
nicht noethersch: Ist M} C M}, C Mj C ... eine aufsteigende Kette von Untermoduln
von M', so ist f(M}) C f(M}) € f(M}) C ... eine aufsteigende Kette von Untermo-
duln von M. Dass die Kette in M auch echt aufsteigend ist, liegt an der Injektivitit von
f (gdbe es M; C M, ; mit f(M}) = f(M;, ), so gdbe es x € Mj und y € M}, \ M;
mit f(x) = f(y)). Analog liefert eine echt aufsteigende Kette von Untermoduln in M”
mittels ¢! eine aufsteigende Kette von Untermoduln in M. Hier erhilt man durch

die Surjektivitdt von g, dass auch die Kette in M echt aufsteigend ist.

«<:5ei M C M, C M3 C ... eine aufsteigende Kette von Untermoduln von M.
Dann erhalten wir mittels f~! und ¢ aufsteigende Ketten von Untermoduln in M’



und M". Nach Voraussetzung sind diese noethersch, es gibt also ein N € IN mit der
Eigenschaft, dass die beiden Ketten in M’ und M" ab dieser Schranke stationir sind.
Nehmen wir nun an, es gibe ein j > 1 mit My & My;. O.B.d.A. kdnnen wir j = 1
annehmen. Dann gibt es ein m € My1 \ My und es gilt g(m) € g(My); insbesondere
gibt es ein n € My mit g(m) = g(n). Damit liegt aber m — n € ker(g) = Im(f) und
wir finden ein k € M’ mit f(k) = m —n € My,1. Es liegt also k € f~}(Myy1) =
f~Y(My). Es folgt f(k) € My und Umstellen der Gleichung f(k) = m — n fiihrt zur
Aussage m € My, was offensichtlich ein Widerspruch ist. Die urspriingliche Kette von
Untermoduln M; C M, C M3 wird also spétestens bei dem gewdhlten N stationar.

b) Folgt jetzt induktiv aus der exakten Sequenz 0 — M; — @leM]- — @Z;} M; — 0.



