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Hohere Algebra — Losungsskizzen zu Ubungsblatt 4
Aufgabe 1 (8 Punkte).

a) Q ist nattirlich kein freier Z-Modul: Schlieflen wir zuerst aus, dass Q frei von Rang
1 ist. Wire dies der Fall, gébe es ein 0 # g € Q mit {r- g | r € Z} = Q. Fiir eine

Primzahl [ mit [ { g gdbe es dann ein r € Z mit r% =1

I'| g, Widerspruch. Q ist also nicht frei von Rang 1.

Nehmen wir nun an, Q wire frei vom Rang > 1 mit Basis {x;};c;. Fiir x; = & €

q1
{xi}ierund xo = £2 € {xi} e gilt dann aber (p2q1)x1 + (—p192)x2 = O und pag1, p1g2 #
0, was ein Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit der x; ist; insbesondere kann es

keine solche Basis geben und Q ist nicht frei.

b) Das ist falsch: Sei A = Z[Xj,X>,...| der Polynomring iiber Z in (abzihlbar) un-
endlich vielen Variablen und M = A. Dann ist offensichtlich M von 1 erzeugt. Je-
des Ideal in A entspricht einem Untermodul N von M. Nehmen wir z.B. das Ideal
N = (X1, X2,X3,...), so ist N ein A-Untermodul von M, aber nicht endlich erzeugt.

¢) Nach Voraussetzung ist a injektiv und p surjektiv. Da M" endlich erzeugt ist, konnen
wir mf,...,mj, € M finden, so dass die Bilder B(m!) den Modul M" erzeugen. Ist
nun m € M beliebig, so ist f(m) = Y a;f(m)) = B(Lam!) fir gewisse a; € A.
Umstellen der Gleichung liefert m — ) a;m! € ker(B). Aber da ja die Sequenz exakt
ist, ist ker(B) = im(a) = M’. Und da M’ endlich erzeugt ist, finden wir m}, ..., m; €
M, die M’ erzeugen; insbesondere erzeugen die a(m!) dann im(a) = ker(p). Fiir

. Umstellen liefert allerdings

n k
obiges m gilt also m = Y a;m} + ¥ bja(m!). Damit ist M von (den endlich vielen)
i=1 i=1

m{,...,my,a(m),..., a(m) erzeugt.

Aufgabe 2 (6 Punkte).

Der Losungsvorschlag dieser Aufgabe befindet sich in handschriftlicher Form am Ende des
Dokuments. Félschlicherweise steht auf dem ersten Blatt Aufgabe 1, es handelt sich aber
um Aufgabe 2.

Aufgabe 3 (6 Punkte).

a) Wir konstruieren zueinander inverse Homomorphismen R/a ®r M = M/aM. Dazu
sehen wir ein, dass R/a x M — M/aM, (a,m) — am eine wohldefinierte, bilineare
Abbildung ist. Nach der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts erhalten wir al-
so eine Abbildung R/a ®@r M — M/aM, a ® m — am. Desweiteren rechnen wir nach,
dass M — R/a®@4 M, m — 1 ® m ein Homomorphismus ist, der tiber M/aM faktori-
siert (da dies im Kern liegt). Wir erhalten also eine Abbildung M/aM — R/a®r M,



m — 1®m, die auch wohldefiniert ist. Jetzt ergibt Einsetzen, dass die beiden Abbil-
dungen zueinander invers sind, was die Behauptung zeigt.

b) Sei R =7, = mZ und M = Z /nZ. Dann folgt mit Teilaufgabe a):

Z/mZRgZ/nZ=(Z/nZ)/(Z/mZ)=Z/nZ+mZ)=Z/dZ.

Aufgabe 4 (6 Punkte).

a) Sei m das maximale Ideal von R und k = R/m. Es gilt dann:
0=M®RN=M®rN®rk= (M®rk) (N ®grk)

Es sind aber M ®g k und N ®g k beides k-Vektorrdaume; dies gilt dann auch fiir
(M ®gr k) ®x(N ®gk) als Tensorprodukt tiber dem Korper k, also als k-Modul. Es hat
aber der so erhaltene Vektorraum die Dimension dim(M ®g k) - dim(N ®g k), folglich
ist einer der beiden Faktoren 0, 0.B.d.A. M ®g k. Nach i) ist M ®r k = M/mM. Wegen
m = Jacobsonradikal von A und 0 = M/mM, also mM = M folgt aus dem Lemma
von Nakayama die Behauptung.

b) Falls R nicht lokal ist, kann Aufgabe 3 b) benutzen: Offenbar sind Z /3Z und Z /2 Z
endliche und damit endlich erzeugte Z-Moduln.
Wir haben gezeigt, dass Z /3Z®7Z /27 = Z /17Z = 0 gilt, aber offensichtlich gilt
auch Z /37,7 /27Z # 0.



A1)
Bty
o = hell) > bedl) 5 au ().
ool © g8 .'
°oO— M S5 M—M — 0
A Oy O
6~ N 25 N— N >0
L ©s O
> C—°0‘“’(‘)) —u‘2‘>604v(€) —Evccpau.,-({ ") —0
Beh: e¢ aush

3w gin Hom u,: Qu(‘)‘) — /&r (f) s.d. die
?iagmmp-.e@af@
U, : oy, (f') _ Coa&'(() 40”‘"“”%%
Garol "’.,J‘ Sl die
. ) -@a“ {"J'- o od o
Buvas' Cu ye (! ) domaist 46150 fan 20 Prq die
= A U)=d(f)- o0

= ) e ber(f) also sind Existtnz dEid. vou w, Ala,

U'(P)( Hl)) = (((A {H)) <= /(M) ,dwr(l‘,, (pqoli&.l&qbi/a&‘j w;r,(q(_so%

(A.‘ Zin tind. Ho"‘ dy: Caﬂ&,(ﬂ)"—xba‘(/(/)

S §) lommakiev] o

'BZ(»\IK“WCH :

:DG/KEWO'S VO “ a()t.r—Sclm o""\ ZJSSL Sr'olt 40”(’“/ M4103

aw ViViiva vy Sowr e @ud@ dherhagen, (o)




215
Beh' Exablhel be hee(d)

&J(V»‘)"" a-lr(“ /\ﬂw(\/}= Lf(”/]im(c«)= im {j)n imlu) )
l-lil/sLef‘..-

M) Amln)= (§o u.)

ik Hillshel, = R (va) = im () 0 im ()=

™ (joua)= im(u,) (q)
el
C) IO
. N.NL&L “ N v
Bewes S 2 Z(u o —> ﬂ?br([')—-; Mu_/_) )\J‘
G, S Selxe () nim () | I u l“'
¢ Y
und b el () 54 Jb)-x 0 — ﬁ,({) — M / > NJ
- HM‘GH‘»\:" (.((m')=-)(
0""‘ (OJ'=O L pl,
Do = fei(1)* {102 feaclw) = cle )
T = 3 a e tf) wit oga)es!
A«u’iul‘ da

b)) i () =2 U(ila)) = x
= (“1(°\l)=x = bl q

|

Die Exablbut be, Q.,({'

) /o{j(/ olq d.e ,'43 vou C'-u/{ AUy V%Cy‘:[ wi roh
Ve Eptlhal b why (1) bbb, du e Sus yor ) w |
'3

varesdt wivd,




| - [Us
Bl £ xalbilewl Lo, Coa.v(!)

N
M: A«.gviu'r-o => Vzeuz‘ =0 IU'
l v
> D oé‘r )—50
uiws[mﬁ! Qu(‘/‘)ﬂ‘“(/)’ .ﬂlv(v,_oq) VT jN C / [J
——— v' V)_
D A,(v,_) -’{3 {L,(véoc()) ’;1 —> N — Co‘w(‘/q__>o
Hiflste S V)
T 9 (A hn ) 0

= q (“»r(\/'))"i‘ q (,'v\ (“fl)
- q {;h(a‘)) o,,&aﬁf

" (Qou') = M (U&o f)
Bowess Billelof, -

=imlee) ()

Do

°f =0 o o“-‘-
qpo Jr{o/

Qw(v')"’ih(() = er(":.o:‘) Rlov
N (' W !
Suge W hin(l) 2 he(eon')

Ses X eauf ((‘OV\)(AM“ V'(K) 6‘.\,((‘)

D SIS S iy Y A,
&V osey Iren wml Yfm)epr




éﬁﬁ"_ Es gl Jluou Linty ”0“"0“9'?“-"““5 d: 2"(/")

— chy (/)
Weey by
w\.'lob./ E(jk;ch,fL’ xe“'\r N‘}

,‘ héM,n'éM,ﬂ//
Vin)= &) ww)s )
dann g:lh: d(x) = p(ﬁ

Ki”f-_f_ Se; xeﬁv(f") ™ 3 meM s.d. vim) =lle) A v sarebhy )

Pawvebis hinay g

1)) < P (4n) =0

=2 13l wepn' Sol U(!) = /(w) da ! ek b\ b
e Pluw') e Coﬂ(r(/') isf omall. you "y meM g V(m):[(x/
L e M v{m‘l=l/*) = k. Uln') il migp !
J
M'S(; V\4l €NV

s.dl ql("'q') = Z{N‘) => n;: ‘4'4. -/,(h')

SO R e ) - s 1oy

f( H*&(m'))

={("‘4)
= /){‘1‘)

T elwl)= p gy,
) e
> Cooaf({')

=> ]
sz ﬂ*{(e ) 3o Mb./olu_:,.‘g( b-ou"(‘/.
X p()

’l) = /{(‘(ﬂ)

Gnd TR tm,

= d (x:)+d (42) ie H@~~.o-m(hqr‘u‘»-_5

p u(h,_);((ﬁ)
=D J(X)




2 Se.wwz-sluaa“q (lu(e ) iy

(E?Mr&bl W’;Ync‘\n% ,d“ss X = Va (xq) L‘:’ La X, € 44,(‘{)
detidestmmic e Fmiae— sugk, | (x,‘) =

Da M@W)w => d(x)=0

=> dovy4=0

Aud.o.vws&:r ML»\&—. wiron | desg dlx) =

Mtlolu Motation oLq_, l\qgk wiv f‘ l“"
w' =

(#) il . ‘e oy
g gy
= {(x

= Ul
= ) })

Pana jf“ Z(w\)

:{; wlm) ol on Aoy Fope. INCOT e éy(/
N J2virm]=v (atin) *iley) - "@’(«v'/) < //'
" im“u' Vx- vy - . ,e/}
=> Bl

4
Zeqe’

Se({u.%a ish Mau LA‘ COQV({)

RBewss: (H:‘ A Molation vou gbe. )

(Az d = ) '
Ll0)= aato(w))= q (utn) = ¢ (1) = o
=> Uz_oa( =0
AumusqLS'nd\MM,% we pln) e@Q.,u\) .4 uy(wl=a, (p(u) =0

= 1 . il
240 mdsomtt wlh)s fn) Liae  epr

A vi(w ()20 =D v (fai) =0 => [y(m)) =0

a e vin) = 4 (¢) Lm l(éQQ(
. (/-—OQVU PJ w ® A(K) = Becn | //




	halg19_ub_4_los.pdf
	halg19_los_ub_4_A2.pdf

