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Aufgabe 1 (3 Punkte).

Man beachte zunichst, dass man Z(p) als Teilmenge von Q auffassen kann.

Es gilt: Z(,) = {§ : a,b € Z, p { b}. Hieraus folgt sofort: Z(,)* = { :a,b € Z,p {ab}.

Die Ideale von Z ;) sind genau die Bilder der Ideale I = (m) von Z unter der Abbildung
I'— IZ,) (siehe Satz 2.1.4). Sei m = p“n, p { n. Dann ist n eine Einheit in Z ) und es folgt:
(m) Zp) = p* Zp)- Folglich sind durch (0), p* Z ), & € No die sémtlichen Ideale von Z )
gegeben.

Aufgabe 2 (6 Punkte).

a) Wegen 3/—5 = —3+3(1++/-5) € Pund v-5(1++v-5) = =6+ (1 ++/=5) € P
ist P ein Ideal in R. Aus R = Z[\/—5] = Z[1 + /5] ersiecht man R/P ~ Z /37Z. Da
R/P also ein Korper ist, ist P maximal, insbesondere also prim.

b) Angenommen P = &R mit &« € R. Dann gibt es Elemente B, € R, so dass gilt
3=uaB,14++/-5 =ay.Sei N : C - R,z — zZ, die komplexe Normabbildung.
Beachte dabei N(R) C Z. Damit folgt 9 = N(a)N(B) und 6 = N(a)N(7). Damit ist
N(a) = £1 oder £3. Aus N(«) = +£1 folgt « € R* (Widerspruch!); die Gleichung
N(«) = £3 ist nicht 16sbar mit « € R.

c) Wir zeigen: Pp = 3Rp. Wegen Pp = {# | a € P,b ¢ P} und 3 € P ist die Inklusion "2’
offensichtlich.

Umgekehrt geniigt es zu zeigen: 3,1 + /=5 € 3Rp. Klar ist 3 € 3Rp. AuBerdem gilt

1++v-5= 1_\6/_75 =3- 1_\2/_75. Es bleibt also noch zu zeigen: ﬁ € Rj. Dies folgt

aus 2,1 —+/—5¢ P.

Aufgabe 3 (4 Punkte).
Es gilt:

Rn = {ilreR,ugm},
mRy, = {%|s€m,v¢m}.
Betrachte die kanonische Abbildung
¢:R— Ryn/mRy, 1+ %—i—mRm.
Es gilt: r € ker(¢) <= [ €mRy, <= [=:flreinscmogm <

Ju g m:our =us = ovur € m = r € m (da m maximal, also insbesondere prim ist
und uv € m).



Damit induziert ¢ eine injektive Abbildung
¢ : R/m — Ry /mRy,.

Zur Surjektivitat: Sei | + mR,, gegeben. Wegen uR + m = R gibt es ein s € R mit

us = r( mod m) und es folgt: ¢(s) = § + mRy = L 4 mR;,. Die Aussage gilt nicht fiir
Primideale. Betrachte den Ring Z und das Primideal (0) in Z. Dann gilt Z /(0) = Z aber
Z = (Z\{0})'Z=Q.

Aufgabe 4 (4 Punkte).

a) = b): Die Implikation =- ist trivial. Sei umgekehrt m € M beliebig. Wegen R = (f1,..., fm)
gibt es eine Darstellung 1 = Y7 a;f; mit a; € R. Dam = 0 in M[f, '] ist, gibt es k; € N mit
fl.k"m =0in R. Sei K:= )", k;. Dann folgt: m =1-m = (}_;"; a;if)<-m=0inR.

b) = a): Betrachte den R-Modul M = R/(fi,..., fm). Es gilt: M[fl.’l] =0fari=1,...,m.
Wegen (b) ist also M = 0, beziehungsweise R = (f1,..., fu)-



