
Prof. Dr. Werner Bley Sommersemester 2019

Martin Hofer 20. Mai 2019

Höhere Algebra – Lösungsskizzen zu Übungsblatt 2

Aufgabe 1 (6 Punkte).

a) Wir zeigen:
√

f = ( f1 · · · fr).
Sei dazu g = f1 · · · fr · h ∈ ( f1 · · · fr). Sei a := max{a1, . . . , ar}. Dann gilt ga ∈ I, also
g ∈
√

I.
Sei umgekehrt g ∈

√
I. Dann gibt es m ∈ N mit gm ∈ I, d.h. f teilt gm. Da der

Polynomring faktoriell ist, impliziert dies f1 · · · fr teilt g, also g ∈ ( f1 · · · fr).

b) Es genügt zu zeigen: ggT( f , d f
dx1

, . . . , d f
dxn

) = f a1−1
1 · · · f ar−1

r .

Wir setzen gk := f a1
1 · · · f ar

r / f ak
k . Dann gilt für alle k = 1, . . . , r

d f
dxi

= a1 f ak−1
k

d fk

dxi
gk + f ak

k
dgk

dxi
. (∗)

Dies impliziert f ak−1
k | d f

dxi
für alle i = 1, . . . , r. Es ist also noch zu zeigen, dass es ein

i gibt, so dass f ak
k nicht die rechte Seite in (*) teilt. Sei dazu i ∈ {1, . . . , r} so gewählt,

dass fk = ∑N
j=0 hj(x1, . . . , x̂i, . . . , xr)xj

i mit hN 6= 0. (ˆ bedeutet Weglassen der ent-
sprechenden Unbekannten.) Die rechte Seite von (*) ist genau dann durch f ak

k teilbar,
wenn fk | d fk

dxi
. Wegen d fk

dxi
= ∑N

j=1 jhj(x1, . . . , x̂i, . . . , xr)xj−1
i ist dies aus Gradgründen

nicht möglich.

Aufgabe 2 (5 Punkte).

a) Wir betrachten f und g als Elemente von (k[X])[Y]. Da k[X] ein faktorieller Ring ist,
folgt mit dem Lemma von Gauß, dass dann f und g auch als Elemente von k(X)[Y]
keinen gemeinsamen Faktor haben. Es ist existiert jedoch ein ggT, da auch k(X)[Y]
faktoriell ist. Damit gilt (bis auf Assoziiertheit) ggT( f , g) = 1. Wir finden also mit
dem Lemma von Bézout Elemente â, b̂ ∈ k(X)[Y] mit â f + b̂g = 1. Durch geschicktes
Multiplizieren (wir denken an den „Hauptnenner“) finden wir ein 0 6= d ∈ k[X]
derart, dass a = âd und b = b̂d in k[X][Y] liegen. Es folgt nun a f + bg = d. Ist
nun (PX, PY) ∈ V, so gilt insbesondere d(PX) = 0. Aber d ist ein Polynom in einer
Variablen und hat damit nur endliche viele Nullstellen. Das bedeutet, dass wir nur
endlich viele Möglichkeiten für PX haben. Vollkommen analog folgern wir, dass es
nur endliche viele Möglichkeiten für PY gibt. Zusammen genommen haben wir somit
die Endlichkeit von V gezeigt.

b) Zu zeigen ist I(Z( f )) = ( f ). Dabei gilt „⊇“ immer. Ist nun g ∈ I(Z( f )), so folgt
Z( f ) ⊆ Z(g); insbesondere ist Z( f , g) = Z( f ) ∩ Z(g) unendlich. Nach Teil a) müssen



also f und g einen gemeinsamen Faktor haben, der aufgrund der Irreduzibilität von
f nur f selbst sein kann. Damit ist g ∈ ( f ) und die Behauptung gezeigt.

Aufgabe 3 (4 Punkte).
Ist I(V) kein Primideal, so gibt es f1 f2 ∈ I(V) mit fi 6∈ I(V). Es gilt V ⊆ Z( f1 f2) =
Z( f1) ∪ Z( f2) und damit V = (V ∩ Z( f1)) ∪ (V ∩ Z( f2)) sowie V ∩ Z( fi) ( V; also ist V
reduzibel.

Sei umgekehrt V reduzibel, d.h. es gibt Vi ( V mit V = V1 ∪V2, so ist I(Vi) ) I(V). Wähle
also fi ∈ I(Vi)\I(V). Nun gilt jedoch f1 f2 ∈ I(V), d.h. I(V) ist kein Primideal.


