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Algebra — Losungsskizzen zu Ubungsblatt 2

Aufgabe 1 (8 Punkte).

a) Wir wollen fir alle n € IN das Zentrum der S, bestimmen. Fiir n = 1 und n = 2 ist
S, abelsch, es gilt also Z(S1) = S; und Z(Sz) = Sp. Sei nun n > 3 und o # id ein
nicht-triviales Element der S,,. Dann gibt es ein i mit o (i) # i und ein k ¢ {i,c(i)}.
Fir 7 := (o(i) k) ist dann

(07)(i) = o (i)
(to)(i) =k,

insbesondere gilt also 0T # 70, also ist ¢ ¢ Z(S,). Da ¢ ein beliebiges nicht-triviales
Element von S, war, folgt Z(S,) = {id} fir n > 3.

b) Wir bestimmen das Zentrum gleich allgemein fiir n > 3, fiir kleinere n ist D,, abelsch
und somit ist nichts mehr zu tun. Wir erinnern und an die Definition der Diedergrup-
pe

D, = <r,s | " =52 =¢, 515 = r’1>

und das dadurch gilt r~1 = "1 und s! = s. Also erhalten wir fir 1 <i < n—1:
sr' = r"~'s. Es gilt aber ' = 1"~ genau dann, wenn i = n — i, i.e. wenn n gerade und
i = n/2 ist. Also erhalten wir ' ¢ Z(D,), wenni # n/2und s ¢ Z(D,,).

Wir nehmen also an, dass 1 gerade ist. Mit der Uberlegung oben erhalten wir das r
mit s kommutiert. Auerdem kommutiert /2 natirlich auch mit 7* fiir alle k und
somit kommutiert #"/2 auch mit allen s#*. Daraus folgt: /2 e Z(D,), wenn n gerade
ist. Andererseits ist sr* ¢ Z(D,,) fiir alle k da

r(sr®) = sr7 1k = srk 71 (sr%)r = sr* ! und <1 £ AL

n/2

Also ist das Zentrum trivial, wennn n ungerade ist und fiir n gerade gilt: Z(D,) = {e, r"/?}.
c) Sei Qg := {1, +i+j, £k} mit ij = —ji, jk = —kj also gilt +i, £], £k ¢ Z(Qg). Somit
kann man nun schnell einsehen, dass Z(Qs) = {£1} gelten muss.

Aufgabe 2 (5 Punkte).

Sei
A={U<G|ker(f) CU}und B:={V < H}.

Wir betrachten

x« : A— B, Uws f(U),
B : B— A, Ve (V).



Diese Abbbildungen sind wohldefiniert, denn f(U) und f~!(V) sind bekannterweise Un-
tergruppen von H bzw. G. Ferner ist ker(f) C f~1(V),da f(g) = ey € V fiiralle g € ker(f).

Wir zeigen nun (i) f o a = id 4 und sodann (ii) a o B = idp.
Zu (i): Wegen (Boa)(U) = f1(f(U)) ist zu zeigen: f~1(f(U)) = U. Sei dazu g €
FYHf(U)). Es gilt:

g€ fTHf(U) <= f(g) € f(U) = TuelU:f(g)=f(w.

Alsoist f(gu~!) = ey, und somit gu~! € ker(f) C U. Also auch ¢ € U. Die Umkehrung ist
trivial.

Zu (ii): Hier ist zu zeigen: V = f(f}(V)). Sei dazu h € V. Da f surjektiv ist, gibt es ein
¢ € Gmit f(g) = h. Alsoist g € f~1(V) und h € f(f~1(V)). Die Umkehrung ist wieder
offensichtlich.

Sei nun U ein Normalteiler in G. Zu zeigen: a(U) = f(U) ist ein Normalteiler in H. Sei
dazu h € H. Da f surjektiv ist, gibt es ein g € G mit f(g) = h. Dann gilt fiir alle u € U:

W f(u)h = £(8) ' f(u)f(g) = f(g'ug) € f(U), dag 'ug € U.

Falls V ein Normalteiler in H ist, so ist zu zeigen, dass f~!(V) ein Normalteiler in G ist.
Sei dazu u € f~1(V) und g € G. Dann gilt:

flglug) = f(8) ' f(u)f(g) €V, da f(u) € V.
Also ist g~ tug € f~1(V).

Aufgabe 3 (4 Punkte).

Wir wissen bereits, dass fiir jedes Element g einer endlichen Gruppe G gilt ¢/¢/ = e und wir
halten fest, dass in diesem Fall E, das neutrale Element ist. Wenn wir nun zeigen konnen,
dass |GLx(FF,)| = (p* — 1)(p* — p) gilt, sind wir fertig. In GL,(FF,) sind aber genau die Ma-
trizen die aus zwei linear unabhéngigen Vektoren iiber IF, bestehen. Ein Abzédhlargument
liefert sofort, dass dies genau (p? — 1)(p* — p) sind, was zu zeigen war.

Aufgabe 4 (5 Punkte).
Sei U < H = (a). Dann ist U = (a*) fiir ein geeignetes k. Sei ¢ € G. Da H ein Normalteiler
ist, gilt g~lag = a' fiir ein geeignetes t. Fiir alle s € Ny gilt dann

" ks
g—laksg (:) (g_ltlg> — astk c <ak> —U.

Also ist U ein Normalteiler. Die Gleichung () gilt, da Konjugation ein Homomorphismus
ist.



