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Aufgabe 1

a)

b)

Man tiberzeugt sich schnell davon, dass L = Q(\/i, i) gilt, und mit dem Gradlemma
berechnet man [L: Q] = [L: Q(v/2)][Q(v2) : Q] = 2-2 = 4; es folgt |G(L/Q)| = 4.
Wir wollen die Galoisgruppe explizit angeben. Dazu erkennen wir, dass es auf Q(v/2)
die zwei Isomorphismen ¢1,¢» : Q(v/2) — Q(v/2) gibt, die durch ¢(v/2) = 2
und 4)2(\/§) =2 eindeutig bestimmt sind. Dass dies die einzigen Isomorphismen
sind, folgt aus der Tatsache, dass jeder Isomorphismus die Nullstellen des Minimal-
polynoms f = X? — 2 von /2 auf Nullstellen von f abbilden muss und dass jeder
Isomorphismus durch das Bild von v/2 eindeutig festgelegt ist. Mit den gleichen Ar-
gumenten findet man nun die vier moglichen Isomorphismen von L:

4)1,12L—>L ¢1/22L—>L 4)2,12L—>L (P2,2:L—>L
V22 V22 V2 —V2 V2 =2
i—>i i— —i i—i i —i

Damit ist die Galoisgruppe bestimmt und es gilt G(L/Q) = Z /2Z x Z /2Z. Wir
finden die Untergruppen {id}, (¢12), (¢21), (¢22), G(L/Q).

Zu den Fixkorpern: Man sieht schnell ein, dass plidy = [, [6(L/Q) = Q, Li#2) =
Q(v2) und Li%21) = Q(i) gilt. Zur Untergruppe (¢,,) korrespondiert nach dem
Hauptsatz der Galoistheorie ein Korper von Grad 2 tiber Q. Offensichtlich gilt auch
$22(iv2) = iv2 und Q(iv2) = {a+biv2 | a,b € Q} C L ist eine Korpererweite-
rung von Q von Grad 2, die in L{#22) enthalten ist. Insgesamt folgt also bereits die
Gleichheit.

Die Nullstellen von g sind schnell gefunden, sie lauten: %,i%, —+/5 und —iv/5.
Wegen V/5,iv/5 € M folgt ebenso schnell, dass V5,i € M gilt; insbesondere sehen wir
somit M = Q(+/5,1) ein. Jetzt erkennt man noch, dass Q(+v/5)/Q eine Erweiterung von
Grad 4 ist (Minimalpolynom!) und dass Q(+/5,i)/Q(+/5) eine Erweiterung von Grad
2 ist (Der kleinere Korper ist Teilmengen von R, der grofie nicht, also ist der Grad
grofer gleich 2. AuBerdem ist X?> +1 € Q(+v/5)[X] und damit ist der Grad kleiner
gleich 2). Damit hat nach dem Gradsatz M/Q den Grad 8. Zu galoissch: Separabel
ist klar als algebraische Erweiterung des perfekten Korpers Q und normal ist ebenso
klar als Zerfallungskorper von f.

Zur Galoisgruppe: Jedes Element p € G(M/Q) permutiert die Nullstellen der Mi-
nimalpolynome von Elementen in M, insbesondere die Nullstellen von X? + 1 und



¢ = X* — 5. Insbesondere finden wir die Elemente ¢, T in G(M/Q), die durch folgen-
de Bedingungen eindeutig definiert sind:

c.-M—->M T-M—-M
1 —1 11

V5 /5 V5 > iv/5

Jetzt zeigt schnelles Nachrechnen ¢ (7(iv/5)) = —v/5 # V5 = t(0(iv/5)), also ist
G(M/Q) nicht abelsch!.

Zu den gesuchten Zwischenkorpern: T hat Ordnung 4, also hat (7) Index 2 in G(M/Q)
und ist insbesondere Normalteiler. Der Hauptsatz der Galoistheorie sagt uns nun,
dass E = M(™) galoissch iiber Q ist.

Dann rechnen wir noch nach, dass (T(TTfl) (\4/5) =—/5 gilt, also insbesondere auch
101! # 0,id. Damit ist (o) kein Normalteiler in G(M/Q) und E' = M7 ist keine
galoissche Erweiterung von Q.

Aufgabe 2
Sei E/K galoissch mit G(E/K) = S,, n > 5.

a)

b)

d)

Wir wollen zeigen, dass es genau einen Zwischenkorper F von E/K mit [F : K] = 2
gibt. Mit dem Hauptsatz der Galoistheorie, gibt es genau dann einen solchen Zwi-
schenkorper, wenn es genau eine Untergruppe von S, gibt mit Index 2. Dies gilt
aber, denn jede Untergruppe von Index 2 ist ein Normalteiler. Sei also H = A, mit
H < G(E/K), dann ist F := E'! der gesuchte Korper.

Da nach Satz 1.7.7 des Protokolls gilt A, < S,, gilt natiirlich auch G(E/F) < G(E/K)
und nach dem Hauptsatz der Galoistheorie, dass G(F/K) galoissch ist.

Die Bemerkung nach Folgerung 1.7.9 des Protokolls sagt, dass A, fiir n > 5 einfach
ist, d.h. die Normalteilerreihe von S, mitn > 5ist: {1} < A, < S,,.

Wir wollen nun zeigen, dass es keinen Zwischenkorper L von E/F gibt mit L/F ga-
loissch. Um das zu zeigen, nehmen wir an, dass einen nicht-trivialen Zwischenkorper
L gibt, so dass L/F galoissch ist. Mit dem Hauptsatz der Galoistheorie folgt dann,
dass G(E/L) <« G(E/F) gilt. Per Voraussetzung gilt aber G(E/F) = A,. Da der Zwi-
schenkorper nicht trivial sein soll (also nicht E oder F), gibt es einen nicht-trivialen
Normalteiler der A,. Dies ist aber ein Widerspruch zu A, einfach. Wir kénnen also
folgern, dass es keinen Zwischenkorper L mit der gewiinschten Eigenschaft geben
kann.

Nach Satz 5.1.3 des Protokolls gilt, dass eine Erweiterung L/F genau dann galoissch
ist, wenn L/F normal und separabel ist.

Wir wissen bereits, dass E/F galoissch ist, also ist E/F mit dem obigen Satz 5.1.3
separabel.

Wir nehmen nun an, dass es gibt einen Zwischenkorper L von E/F, so dass L/F nor-
mal ist. Zudem wissen wir bereits, dass L/F separabel ist, da E/F separabel ist (mit
Satz 4.5.12). Dann muss mit Satz 5.1.3 L/F auch galoissch sein. Widerspruch zu Tei-
laufgabe c). Also gibt es keinen Zwischenkorper L mit der gewtinschten Eigenschaft.

IWer sich etwas mehr Miihe macht, kann zeigen, dass G(M/Q) isomorph zu Dy, also zur Symmetriegruppe
eines regelméfligen Vierecks, ist. Jede solche Symmetriegruppe D, eines regelmaBigen n-Ecks ist von einer
Drehung und einer Spiegelung erzeugt. In unserem Falle entspricht dabei o der Spiegelung und T der
Drehung, was man durch eine kleine Skizze sofort nachvollziehen kann.



e) Gelte nun G(E/K) = S, fiir eine Primzahl p > 5. Wir wissen, dass gilt [S,| = p!
und somit die p-Sylowuntergruppen die Ordnung p haben. Aufierdem kann man
zeigen, dass es (p — 2)! verschiedene p-Sylowuntergruppen gibt. Sei nun {M; : 1 <
i < (p—2)!} die Menge der Untergruppen von G(E/K) die isomorph zu diesen p-
Sylowuntergruppen der S, sind. Dann gibt es nach dem Hauptsatz der Galoistheorie
genau (p — 2)! Zwischenkorper N; := EMi. Fiir diese Zwischenkérper N; gilt: [N; :
Kl=(p—1),dap!=[E:K]=[E:Nj|-[Nj:K]und [E: N;] = |M;| = p.

Aufgabe 3

a) Zuerst wollen wir festhalten, dass mit Lemma 5.1.7 E'/K eine Galoiserweiterung mit
Galoisgruppe G := G(E'/K) ist. Per Definition enthélt E’ alle Nullstellen von f(X).
Sei p € N und T € G. Dann gilt also f(8) = 0 nach Voraussetzung und da 7 Ele-
mente aus K festhilt bekommen wir f(t(B)) = T(f(B)) = 0, also auch 7(B) € N.
Offensichtlich gilt auch fir f € N und id € G, id(f) = B und fir 7, » € G:
(non)(B) =n(n(p))

b) Aus Lemma 1.8.2 folgt, dass uns die Linkstranslation T, von G(E’/K) nach S(N)
ein Gruppenhomomorphismus ist. Der Zerfallungskorper enthilt per Definition von
allen Elemente aus N (iiber K) erzeugt. Ein Automorphismus von E’/K nach E’/K
der alle Erzeuger festhilt, muss aber schon die Identitit sein. Also ist der Kern der
Abbildung trivial und der Homomorphismus injektiv.

¢) Sei n < 4, nicht wie in der Angabe angefiihrt n < 5, da ist mir leider ein Tippfeh-
ler passiert. Mit Teilaufgabe b) konnen wir G als Untergruppe der S, auffassen. Wir
wissen fiir diese S, dass sie auflosbar sind, also ist G als Untergruppe einer auflos-
baren Gruppe auflosbar. Satz 1.6.5 der Vorlesung sagt uns aber, dass fiir endliche und
auflosbare Gruppen eine Normalreihe mit zyklischen Faktoren exisitiert. Sei diese
{1} <G1 <Gy -+ <Gy = G. Wir setzen nun K, := KSZI. Da G nun zyklisch ist, folgt
aus dem Hauptsatz der Galoistheorie, dass K;,/K;,—1 eine zyklische Galoiserweite-
rung ist. Nun definieren wir K, := K,%Z. Also bekommen wir mit dem Hauptsatz
der Galoistheorie, dass K;;,/K;,—» eine Galoiserweiterung mit Galoisgruppe G, ist.
Da aber (wegen Normalreihe) auch G; < G, gilt, ist wiederum mit dem Hauptsatz,
Ky—1/Ky—2 eine Galoiserweiterung mit einer Galoisgruppe isomorph zu G,/Gj. Da
die Faktoren der Normalreihe aber zyklisch sind, haben wir auch hier die gewtinsch-
te Eigenschaft gezeigt. Man sieht jetzt, dass man dieses Vorgehen iterieren kann bis
Ko = K§" und somit ist die Teilaufgabe gezeigt.

Aufgabe 4

a) Sei G(E/K) abelsch, ist G(E/F) ein Normalteiler und somit ist F/K nach Satz 5.1.9
galoissch und somit auch normal.

b) Sei E/K galoissch und G(E/K) eine p-Gruppe, i.e. |G(E/K)| = p™ fiir ein m € N.
Wir wollen nun einen Zwischenkorper F von E/K finden fiir den gilt: [E : F] = p
und F/K galoissch. Der Hauptsatz der Galoistheorie sagt uns einerseits, dass es fiir
i) reicht, eine Untergruppe H < G(E/K) zu finden mit |H| = p, denn dann gilt fiir
F:= E" [E: F] = |H| = p, andererseits sollte dann fiir ii) G(E/F) <1 G(E/K) erfiillt
sein, denn dann gilt: F/K ist galoissch.

Wir haben somit die Losung dieser korpertheoretischen Aufgabe reduziert auf ein



Problem der Gruppentheorie, namlich: Finde fiir eine p-Gruppe G := G(E/K) einen
Normalteiler der Ordnung p.

Nach Satz 1.6.4 aus dem Protokoll, wissen wir nun, dass G ein nicht-triviales Zentrum
hat. Das Zentrum ist natiirlich abelsch und ein Normalteiler von G. Als Untergruppe
einer p-Gruppe ist das Zentrum wiederum eine p-Gruppe. Nun kénnen wir Lemma
1.9.3 aus dem Protokoll anwenden, dass unter der Voraussetzung, dass eine Primzahl
p die Gruppenordnung einer endlichen abelschen Gruppe teilt, garantiert, dass eine
Untergruppe der Ordnung p gibt. Wir nennen diese Untergruppe von Z(G) nun H.
Zusétzlich stellen wir fest, dass H als Untergruppe des Zentrums auch ein Normaltei-
ler von G ist. Also haben wir ingesamt gezeigt, dass ein H <1 G existiert mit |[H| = p
und somit die gesamte Aussage gezeigt.



