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Aufgabe 1

a) Sei L der Zerfällungskörper des Polynoms f = (X2 − 2)(X2 + 1) ∈ Q[X]. Es ist dann
L/ Q eine galoissche Erweiterung. Bestimmen Sie Gal(L/ Q) sowie alle Zwischenkörper
der Körpererweiterung L/ Q!

b) Sei nun M der Zerfällungskörper von g = X4 − 5 ∈ Q[X]. Zeigen Sie, dass M/ Q eine
galoissche Erweiterung von Grad 8 ist und dass G(M/ Q) nicht abelsch ist. Bestimmen
Sie zudem Zwischenkörper E und E′ von M/ Q so, dass E/ Q galoissch ist, E′/ Q jedoch
nicht.

Aufgabe 2
Sei E/K galoissch mit G(E/K) ∼= Sn, n ≥ 5. Zeigen Sie:

a) Es gibt genau einen Zwischenkörper F von E/K mit [F : K] = 2.

b) Dieser Zwischenkörper F ist galoissch über K.

c) Es gibt keinen echten Zwischenkörper L von E/F, so dass L/F galoissch ist.

d) Es gibt keinen echten Zwischenkörper L von E/F, so dass L/F normal ist.

e) Sei nun n eine Primzahl p. Dann gibt es (p − 2)! Zwischenkörper N von E/K, so dass
[N : K] = (p− 1)!.

Aufgabe 3
Sei E/K eine endliche und separable Körpererweiterung, E′ die normale Hülle von E/K, E der
algebraische Abschluss von E und G := G(E′/K). Es existiert also ein primitives Element α ∈ E,
d.h. E = K(α). Wir setzen dann f := MipoK(α) und N := {β ∈ E | f (β) = 0}.

a) Zeigen Sie: N ist eine G-Menge.

b) Zeigen Sie: Es existiert ein injektiver Homomorphismus ϕ : G → S(N) ∼= Sn, wobei
n = |N| = [E : K].

c) Sei n ≤ 4. Zeigen Sie: Es gibt K = K0 ⊆ K1 ⊆ . . . ⊆ Km = E′ so dass Ki+1/Ki für
i ∈ {0, . . . , m− 1} galoissch mit zyklischer Galoisgruppe ist.

Aufgabe 4
Sei E/K eine galoissche Körpererweiterung.

a) Zeigen Sie: Ist F ein Zwischenkörper von E/K und F/K nicht normal, dann ist G(E/K)
nicht abelsch.

b) Zeigen Sie: Ist G(E/K) eine endliche p-Gruppe, dann existiert ein Zwischenkörper F von
E/K so dass gilt:

i) G(E/F) ist abelsch vom Grad p und

ii) F/K ist galoissch.

Für dieses Übungsblatt ist keine Abgabe mehr vorgesehen.


