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Algebra

Hauptklausur
Nachname: Vorname: Matrikelnummer:
Abschluss: O Bachelor O Master
O Anderes:
Studiengang;: O Mathematik O Wirtschaftsm. O
Priifungsordnung;:
Anrechnung der Credit Points fiir das

O Hauptfach
O Nebenfach, und zwar

Bitte beachten Sie:

Schalten Sie Thr Mobiltelefon aus und verstauen Sie es zusammen mit allen weiteren nicht
zugelassenen Hilfsmitteln in Threr Tasche.

Legen Sie Thren Lichtbild- und Studienausweis sichtbar auf den Tisch.

Uberpriifen Sie, ob Sie fiinf Aufgaben erhalten haben.

Schreiben Sie mit einem dokumentenechten Stift, jedoch nicht in den Farben rot und
grun.

Schreiben Sie auf jedes Blatt Ihren Nach- und Vornamen. Lisen Sie bitte jede Aufga-
be auf den dafiir vorgesehenen Bléattern. Versehen Sie auch zusédtzliche Blatter mit Nach-
und Vornamen sowie der Aufgabennummer. Vermerken Sie deutlich, wenn Ihre Losung
auf weiteren Blattern fortgesetzt wird.

Geben Sie zu jeder Aufgabe nur eine Losung ab; streichen Sie deutlich durch, was nicht
gewertet werden soll.

Sie haben 120 Minuten Zeit, die Klausur zu bearbeiten.

Viel Erfolg!
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Aufgabe 1. (10 Punkte)
Sei GG eine Gruppe der Ordnung 175.

a) Zeigen Sie: G besitzt einen Normalteiler H mit |H| = 7. (2 Punkte)

b) Zeigen Sie: Es gibt einen Normalteiler H' von G mit |H'| =25 und G = H x H'.
(4 Punkte)

c) Zeigen oder widerlegen Sie: G ist abelsch. (2 Punkte)

d) Bestimmen Sie (bis auf Isomorphie) alle Gruppen der Ordnung 175. (2 Punkte)



Name: Fortsetzung zu Aufgabe 1.



Name:

Aufgabe 2. (7 Punkte)
Betrachten Sie die folgende Menge von Polynomen

R={f(X)e€Q[X]]| f(n) € Z fir alle n € Z}
a) Die Abbildung

p:R—7Z
f(X) — f(5)
ist ein surjektiver Ringhomomorphismus. (2 Punkte)

b) Bestimmen Sie die m € N fiir die
I, ={f(X) e R| f(5) =0mod mZ}

ein Primideal in R ist. (3 Punkte) Hinweis: Betrachten Sie das Kompositum von ¢ und
der kanonischen Projektion Z — Z/mZ.

¢) Bestimmen Sie die Anzahl der maximalen Ideale in R/I;. (2 Punkte)



Name: Fortsetzung zu Aufgabe 2.



Name:

Aufgabe 3. (10 Punkte)
Sei f(X) € Q[X] ein irreduzibles Polynom von Grad 3, welches genau eine reelle Nullstelle hat

und sei F der Zerfillungskorper von f(X).

a) Zeigen Sie: Die Erweiterung E/Q ist galoissch. (2 Punkte)

)

b) Zeigen Sie: G(E/Q) ist isomorph zur symmetrischen Gruppe Ss. (4 Punkte)

c) Bestimmen Sie die Anzahl der echten Zwischenkorper von F/Q. (2 Punkte)
)

d) Zeigen Sie: Es gibt in £//Q eine Galoiserweiterung F/Q mit [F : Q] = 2. (2 Punkte)



Name: Fortsetzung zu Aufgabe 3.



Name:

Aufgabe 4. (jeweils 2 Punkte)
Beweisen Sie oder widerlegen Sie folgende Aussagen:

a) Der algebraische Abschluss von Q ist C.
b) Die Automorphismengruppe von Z/5Z hat drei Untergruppen.

¢) Jede einfache auflosbare Gruppe ist abelsch.

)
)
)
d) Die Permutation (123)(35) hat Ordnung 6.
e) Die Gruppe (Z/21Z)” ist zyklisch.

)

f) Das Polynom X? + 33X? + 32X + 31 € Q[X] ist irreduzibel.



Name: Fortsetzung zu Aufgabe 4.



Name:

Aufgabe 5. (10 Punkte) Sei d € N-;, d quadratfrei und d = 1 mod 4.
Damit definieren wir K = Q(v/d), R = Z[/d], G(K/Q) = (o) sowie

N: K —Q,

z— z-0(2).

a) Zeigen Sie, dass fiir o« = a + bv/d € Z[Vd] gilt N(a) = a®> — db? und fiir o, 8 € Z[/d] gilt
N(a-B)= N(a)- N(B). (2 Punkte)

b) Zeigen Sie: Es gibt keine Losungen z,y € Z fiir die Gleichung 2% — dy? = +2.
(2 Punkte)

c) Zeigen Sie, dass 2 ein irreduzibles Element in R ist. (3 Punkte)

d) Zeigen Sie, dass R kein faktorieller Ring ist. (3 Punkte)



Name: Fortsetzung zu Aufgabe 5.



