T IEE IS
- AAAA >
ﬂ o K o
3 AR

@“g\\\

%
IRV
A =

LUDWIG-

MAXIMILIANS-
UNIVERSITAT
MUNCHEN MATHEMATISCHES INSTITUT

Prof. Dr. Peter Otte Wintersemester 2013/14
Tom Bachmann, Sebastian Gottwald 18.02.2014

Analysis fiir Informatiker und Statistiker
Modulpriifung

Losungsvorschlag



Pseudonym

Aufgabe 1. [20 Punkte|

(@)

Zeigen Sie, dass fiir alle a,b € R gilt ab < 1(a®+b?). [2 Punkte]
Beweis. Wegen a?—2ab + b* = (a—b)? > 0 folgt ab < 3(a?+b?) fiir alle a,b € R. O
Zeigen Sie, dass fiir jedes a > 0 und alle a,b € R gilt ab < $(«wa®+ a~'b?). 2 Punkte]

Beweis. Da a > 0 folgt aus (a), dass ab = (a'/?a) (a='/?b) < L(aa®+a~'b?). O

1
2

Seien (ap)nen, und (by)nen, zwel Folgen reeller Zahlen und A := Y77 a2, B:=> > 12

n=0 "n’

mit 0 < A < oo und 0 < B < co. Beweisen Sie (zum Beispiel unter Verwendung von (b)

mit « = y/B/A), dass

0o 0o 1/2 0o 1/2
Z anby,| < (Z ai) (Z bi) .
n=0 n=0 n=0

[4 Punkte; hierbei bezeichnet Ny := NU{0}; Sie diirfen die Dreiecksungleichung fiir endliche
Summanden verwenden, d.h. [N ¢, | < 2V |e,| fir N € Nund ¢, ..., cy € R

Beweis. Aus (b) mit a = y/B/A folgt fiir jedes n € N, dass

1 /B [A
< = = 2 g2

und damit gilt fir jedes N € N

N 1 B N A N
nz%|anbn| <3 <\/; ;aiﬂ/%;bi) .

Die rechte Seite konvergiert fiir N — oo gegen 3(vVBA + VAB) = VAB. Insbesondere
ist also (32N, |anbn|) ven beschriinkt und somit konvergent (da monoton wachsend), d.h.

Yo anby, konvergiert absolut. Aus der angegebenen Dreiecksungleichung, den Grenzwert-

sitzen (Monotonie der Grenzwertbildung) und der Stetigkeit der Betragsfunktion folgt

N 00 1/2 0o 1/2
Z anby| < Z |anb,| < (Z a ) <Z bi) ,
n=1 n=0

was den Beweis abschliefit. O

oo 1/2
2
S 1 — l’z (Z a”) ’

n=0

= lim
N—o0

Zeigen Sie, dass

o0

g an,x"

n=0

falls -1 <z < 1und ) 7 < 00. [4 Punkte]

nOTL



Beweis. Da |z| < 1 und somit z? < 1 (Monotonie von z +— % auf (0, 00)) ergibt sich fiir die
geometrische Reihe Y > (2?)" = sind die Voraussetzungen aus Teilaufgabe
(¢) erfiillt und es folgt

o0
E anx”
n=0

1
1—22

o0 /2 /oo 1/2 1 . 1/2

Beweisen Sie die Ungleichung
<

/2
2" dxr| < ,
‘/ Z Cn Cn+1) v €o

fiir jede monotone Folge (¢, )nen, reeller Zahlen mit ¢y > 0 und lim,, ¢, = co. |8 Punkte;
Sie diirfen verwenden, dass fir —1 < x < 1 gilt arcsin’(z) = \/1;_7]

™

Beweis. Jede monotone Folge (¢,)neny mit lim, o ¢, = 00 ist monoton steigend. Des-
halb folgt insbesondere, dass ¢, > 0 fiir alle n € N (wegen ¢y > 0) und aukerdem, dass
L > 0. Weiter gilt: Da (cn)neN unbeschrankt ist, gibt es fiir jedes ¢ > 0einng eN

mit cz+> e~! fiir alle n > ng, d.h. ¢! < ¢ fiir alle n > ng. Also ist lim,, o, c;' = 0. Es folgt

N1 1 1 now 1
S (L L)-2-Loesd =
Cn Co Co

C C
n=0 n+1 N

womit die Voraussetzungen fiir Teilaufgabe (d) erfiillt sind. Wegen | f: fl < fab | f] folgt

1/2 oo 1/2
—_ " dr| < z"
|/ Z Cn Cn+1) /— Z( Cn Cn+1)

n=0
Die Behauptung folgt nun aus f_ll arcsin’(z)dx = arcsin(1) — arcsin(—1) =5 + 5 =n. O

(d),(*
dr <

) 1 /1 1 d
x
Vo Jo1 V1 —a?




Aufgabe 2. [20 Punkte|

(a)

Beweisen Sie fiir > 0 und k € Z \ {0}, dass [ cos(kt) dt = 1 sin(kx). [2 Punkte]

Beweis. Da L sin(kz) = k cos(kz), ist z — 1 sin(kz) eine Stammfunktion von z + cos(kz).

Die Behauptung folgt somit aus dem Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung und
sin(0) = 0. O

Zeigen Sie, dass
cos(a — b) — cos(a + b)
2

= sin(a) sin(b).
fir alle a,b € R. [4 Punkte]

Beweis. Unter Benutzung des Additionstheorems cos(z +y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y)
und sin(—y) = — sin(y) folgt

cos(a — b) — cos(a + b) = sin(a) sin(b) + sin(a) sin(b) = 2sin(a) sin(b)
Alternativ: Wegen e — e~ = 2jsin(b) und
cos(a — b) — cos(a + b) = Re (¢"®™?) — ™)) = Re (e*(e™™ — e)) = —2sin(b) Re (ie™)
folgt die Aussage aus ie® = icos(a) — sin(a). O
Beweisen Sie, dass

2 1 ,n=m

_/0 sin(nz) sin(mz)dr = G, = { 0 nstm

™

fiir alle m,n € N. [6 Punkte]

Beweis. Aus (b) folgt 2sin(nz) sin(mzx) = cos((n—m)x) — cos((n+m)z) und aus (a)

/07r cos((n+m)x)dx = ! sin((n+m)m) =0,

n+m

sowie

/Oﬂcos((n—m)x)dx _ {g yp=m

, m#Em

wobei wir benutzt haben, dass sin(kr) = 0 fiir alle k € Z, cos(0) =1 und [ dz =n. O
Sei nun f(z) = ZnN=1 apsin(nx) fir N € Nund ay,...,ay € R. Zeigen Sie, dass
2 [T )
Ay = —/ f(z)sin(mx) dz
T Jo

fir alle m € {1,..., N}. [4 Punkte]



Beweis. Aus der Linearitit des Integrals und (c) folgt

/f sin(mx) dx—g Ay — /sm nx) sin(mz) dz =

”MZ

mn—am

wobei die letzte Gleichung direkt aus der Definition von d,,, folgt und aus der Tatsache,
dass genau ein Term in der Summe dem Fall n = m entspricht (denn 1 < m < N). [

Beweisen Sie, dass

/ f@rde = S a

n=1

wobei f die Funktion aus Teilaufgabe (c) ist. [4 Punkte]

Beweis. Aus der Linearitdt und Teilaufgabe (d) folgt

9 T N 9 T (@) N
- - n _ dr = 2
/0 = E a /0 sin(nz) f(x) dz E a;

Alternativ: Aus Teilaufgabe (c) folgt

/ flz)*de = Z Z O / sin(nz) sin(maz) do 2 f: an f: P

n=1 m=1 n=1 m=1



Aufgabe 3. [20 Punkte|

Es sei A : R — R definiert durch

h(x):{o 1 =0

ry/|xlsin, , x#0.
(a) Wann nennt man eine Funktion f: R — R stetig in einem Punkt a € R? [2 Punkte]

Lésung. f heifst stetigin a € R, wenn es fiir jedes € > 0 ein § > 0 gibt, sodass aus |z—a| < §
folat |/(x) — f(a)] <

Alternativ (Folgenstetigkeit): f ist stetig in a, falls fiir jede Folge (x,), mit lim,, ., z, = a
(und z,, # a fir alle n € N) gilt lim,, f(z,) = f(a). O

(b) Zeigen Sie, dass h stetig ist. [3 Punkte|

Beweis. h ist in x # 0 nach den Sétzen iiber die Verkniipfung stetiger Funktionen stetig,
denn die Funktionen x — z, x — |z|, x — 1/x und x — sin(x) sind stetig in « # 0, und
x +— +/x ist stetig in = > 0, also im Wertebereich von x +— |z|. Betrachten wir also die
Stelle x = 0: Sei (x,,), eine Nullfolge mit z,, # 0 fiir alle n € N, dann gilt

0< |h($n)| = ‘xn‘ V || < |y V |0 -

Die rechte Seite konvegiert nach den Grenzwertsitzen (und der Stetigkeit der Wurzelfunk-
tion) gegen 0. Also ist lim,,_,o h(2,) = 0 (z.B. nach dem Einschachtelungsprinzip). O

sin -
Tn

(c) Zeigen Sie, dass h fir z > 0 differenzierbar ist, mit Ableitung

3 1 1 1
!/ _ : - -
h(x)—Q\/Esmx ﬁcosx

fir alle x > 0. |4 Punkte]
Beweis. Fir z > 01ist h(z) = xy/z sin(1/z). Da die Funktionen z — x, x — /z, x +— sin(z)

und x — % in x > 0 differenzierbar sind, folgt die Differenzierbarkeit von h in x > 0 aus
der Ketten- und der Produktregel und es gilt

1 1 1 3 1 1 1
h/(l'): (\/E‘i‘ %) Sin;—mﬁﬁCOSEzg [ESin;—%COS;

fiir alle z > 0. ]
(d) Fiir n € N sei z,, := (2mn+7) L. Zeigen Sie, dass (I/(z,,))nen unbeschriinkt ist. [3 Punkte]
Beweis. Es ist sin(1/z,) = sin((2n+1)7) = 0 und cos(1/xz,) = — cos(2mn) = —1, also folgt
aus (c) (wegen z,, > 0), dass h/(z,) = v27mn+n, was aufgrund der Unbeschrianktheit der

Wurzelfunktion unbeschrankt ist. O

(e) Beweisen Sie, dass h auf ganz R differenzierbar ist und berechnen Sie A’ : R — R. [5 Punkte|



Beweis. Fiir x < 0 ist h aus demselben Grund differenzierbar, wie fiir x > 0, und es gilt

3 1 1 1
2\/__x)sm——x\/ cos——é —a:sm;—l—\/__xcosg

fiir alle x < 0. Sei nun (z,,),en eine Nullfolge mit x,, # 0 fiir alle n € N. Dann gilt

og‘w':m < V]

Tn

i) = (v -

1
sin —
In

Da lim,, \/|z,| = 0, konvergiert der Differenzenquotient auf der linken Seite gegen 0, d.h.
insbesondere ist h an der Stelle x = 0 differenzierbar mit Ableitung A/(0) = 0. Insgesamt
haben wir also gezeigt, dass h differenzierbar auf ganz R ist mit

3 Lz 1ol 0
W) =1 2 || sin = E \/mcosx , T F#
0 , =20
tiir alle z € R. O

Untersuchen Sie, fiir welche = € R die Funktion A’ stetig in x ist. [3 Punkte|

Beweis. Die Ableitung A’ ist als Verkniipfung stetiger Funktionen stetig in x # 0. A ist
allerdings nicht stetig in = 0, wie die Wahl der Folge z,, = (27n + 7)~! aus Teilaufgabe
(d) zeigt: Es gilt lim, z, = 0, aber (h'(x,))nen ist unbeschrankt, und kann somit nicht
(gegen 0) konvergieren. O



Aufgabe 4. [20 Punkte]

(a) Zeigen Sie, dass
(cosz +isinz)" = cos(nz) + isin(nx).

fir alle z € R und n € N. |3 Punkte|

Beweis. Es gilt €*® = cos z+isin x und somit (cos x+isinz)" = " = cosnr+isinnr. [

(b) Esseienn € Nund f, g : R — R n-mal differenzierbare Funktionen, sowie h(z) := f(z)g(x).
Zeigen Sie durch vollstdndige Induktion, dass

n I
) _ N~ (k) (n—k)
h —kg_ok!(n_k)!f g Vn € N.

|6 Punkte; hierbei bezeichnet f die n-fache Ableitung einer Funktion f und n! bezeichnet
die Fakultidt von n, alson! =n-(n—1)----- 2-1firneNund 0! =1

Beweis. Wir verwenden Induktion auf n. Sind f g einmal differenzierbar, dann gilt nach
der Produktregel, dass (fg) = f'g+ f¢ = Mgl 4 2 fOgM) was die zu zeigende
Behauptung fiir den Fall n = 1 ist.

1'0'

Seien nun f, g jeweils n + 1 mal differenzierbar. Aus der Induktionshypothese folgt, dass

n |
(n) _ M ek (k)
h _Zk!(n—k)!f g
k=0

Auf der rechten Seite ist die héchste vorkommende Ableitung n. Somit handelt es sich
um eine Komposition differenzierbarer Funktionen und wir kénnen noch ein weiteres mal
ableiten:

(n k) (n—k
+1) Zk'n— (f® g’

|
:Z%(f(kﬂ g g f gD

k=0 n—k)!
_ n! o) (1)~
_Z(l—l)!((n—l—l)—l)!f gt

n!
(k) ,((nt1)—k)
+Zl{:!(n—k)!‘f g

b pngnem T p(0) gm0t

0! (n —0)!
Hierbei haben wir im letzten Schritt die Summe aufgespaltet, einmal k + 1 durch [ ersetzt,
und jeweils die Randterme separat geschrieben (damit [ und k denselben Summationsbe-

reich haben). Wir kénnen nun [ wieder in £ umbenennen, und die Summen zusammenfassen.
Wir berechnen folgenden Koeffizienten:

n! n! k() +(n+1—-Fk)(n!) (n+1)!
R D T C D




Somit erhalten wir

P — O gt ) Z T (n + 1 i ) gt )=k) | p41) o (0)
_ gﬁ (n+ 1)t g8,
El((n+1) —k)!
was den Induktionsschritt abschlieft. O
Esseiseiena,b € R, f(z) = %, g(x) = e, h(x) = e(**)* Zeigen Sie, dass f() (x) = a"e®

g™ (z) = b"eb und ™M (z) = (a—i—b) e(“+b Berechnen Sie h(™(0) mithilfe von Teilaufgabe
(b) und schlussfolgern Sie, dass

n . kin—k
(a+b)" = Z—k!<n_k)!ab (%)
fir alle n € N. [4 Punkte]

Beweis. Es gilt fO(z) = f(z) = a’f(z) = a’e®. Sei induktiv f")( ) = a"e®. Dann
folgt aus der Kettenregel Produktregel Konstantenregel und exp’ = exp, dass f"+t1) =
( ) ) = a" - ae™ = a"*t'e* . Die behauptete Formel fiir f folgt also fiir alle n € N per
Induktion; die Formeln fiir g und h sind vollkommen analog. Aus (b) erhalten wir

_ - n' k _axin—k bx
:c)—Z—k!(n_k)!ae b e
k=0

und somit

(a+Db)" = h"(0) = —adpH,
da e’ = 1. O
Zeigen Sie, dass Re(i*) = (—1)*/2 fiir gerade k und Re(i*) = 0 fiir ungerade k. [2 Punkte]

Beweis. Da jede natiirliche Zahl als k = 41 4 mit r € {0,1,2,3} und [ € Ny geschrieben
werden kann, ist es hinreichend und notwendig zu zeigen, dass Re(i0) = (—1)W+0)/2 =
( 1>2l =1, Re( 4l+1) =0, Re( 4l+2) — ( 1)(4l+2)/2 _ ( 1)2l+1 = —1 und Re( 4l+3> = 0.
Aber es gilt i = (i*)' = 1 = 1 und somit 4" = i*i" = i*. Es ist also hinreichend, den
Fall [ = 0 zu betrachten; in diesem Fall sind die Behauptungen trivial. O

Sie diirfen nun annehmen, dass (%) auch fiir a,b € C gilt. Zeigen Sie unter Verwendung von

(a) und (d), dass

& k n! - 2k n—2k
cos (nx) = %(—1) 2T =2kl sin(x)** cos(x)

fir alle geraden n € N und = € R. |5 Punkte]



Beweis. Wir schreiben abkiirzend C), j, = #'—k)' und berechnen:

cosnx = Re(cosnx + isinnz)

@ Re (isinz + cosx)"

9 Re (i C,. 1 (isin(z))" Cos(a:)(”_k)>

O] Z Cy, e sin(z)* cos(z)" ¥ Re (i")
k=0

n/2

@ Z Cyyorsin(z)* cos(z)" 2 (—1)".
1=0

Hier haben wir in (1) verwendet, dass Re(z) iiber R linear ist (also Re(az+bw) = aRe(z)+
bRe(w) fur z,w € C und a,b € R), dass (zy)" = 2™y" und dass C,,x, cosx und sinx reell
sind. Im letzten Schritt haben wir benutzt, dass nach (d) in der vierten Zeile nur Terme
mit k£ gerade iibrig bleiben. Wir summieren daher iiber & = 2/, fiir [ von 0 bis n/2 (was
eine ganze Zahl ist, da n gerade ist). Schlieflich haben wir noch einmal (d) benutzt, in der
Form Re(i?) = (—1)'. Die letzte Zeile ist die zu zeigende Gleichung (wenn man [ wieder in
k umbenennt). O



