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Ubungen zur Analysis 1
fiir Informatiker und Statistiker

fiir Zuischen den Jahren

Zum Begriff ’Probeklausur’: Die Klausur wird sich inhaltlich (da noch nicht alle Themen in der Vor-
lesung behandelt wurden) und vom Umfang deutlich von diesem Aufgabenblatt unterscheiden. Genauer
gesagt, wird die Klausur aus weniger sowie inhaltlich klar abgegrenzten Aufgaben bestehen, sodass Sie
jeweils genau wissen, was zu zeigen ist und welche Voraussetzungen Sie annehmen diirfen.

Folgende Aufgaben entsprechen also qualitativ aber nicht quantitativ mdéglichen Fragestellungen in der
Klausur. Die Bearbeitung dieser Aufgaben soll Ihnen einerseits eine Orientierung dafir geben, wie der
Schwierigkeitsgrad der Klausur einzuschdtzen ist. Andererseits ist es eine gute Mdglichkeit, die freie Zeit
zu nutzen, um den bisherigen Vorlesungsstoff zu wiederholen. Sie werden feststellen, dass vor Allem das
Verstindnis von grundlegenden Konzepten der Analysis, sowie geringfiigige Rechenfertigkeiten gefordert
sind. Sie diirfen dabei alle in der Vorlesung bewiesenen Aussagen verwenden, wenn Sie diese korrekt
zitieren. Alle anderen Behauptungen sind zu beweisen.

1. Seien A und B Aussagen. Entscheiden Sie mithilfe einer Wahrheitstafel, ob die Aussage
(ﬂA = (BA ﬂB)) s A

eine Tautologie ist. [2 Punkte]
2. Sei X eine Menge und A, B Teilmengen von X. Zeigen Sie:
ACB & AUB=B & ANB=A
Kommen Sie dabei mit drei Implikationen aus. [4 Punkte]
3. Schreiben Sie die Menge P(P({0})) in aufzihlender Notation (d.h. {...}). [2 Punkte]
4. Beweisen Sie: sup {Z—i‘ n € N} = 81, [3 Punkte]
5. Seien (ay)ren und (by)ken reelle Folgen und n € N. Zeigen Sie:
(a) Sop_qarby < 5(Xp_iai + > 5, b?) [3 Punkte; Tipp: Zweite binomische Formel]
(b) Nehmen wir an, dass ay # 0 # by fir mindestens ein k € {1,...,n} und definieren
_ _ b
T T
dann gilt Y p_ a2 =1=>"1_, B7. [2 Punkte]

(¢) Seien nun ap und By wie in (%) durch (ag)keny und (bg)ren fir k < n definiert, dann
folgt >y _ cufr < 1. [1 Punkt]

(d) Wir schlieffen Y 5y agbp < (D5, ai)l/Q(ZZZI bi)l/Q. [2 Punkte]

jax vk < n, (%)
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Zeigen Sie, dass fiir alle n € N gilt

P k pt n+k

3

[4 Punkte; Tipp: Induktion]

Beweisen oder widerlegen Sie: Sind (ap)nen und (by)nen Folgen mit Héiufungspunkten a und
b, dann ist a + b ein Hiufungspunkt der Folge (an+by)nen. [3 Punkte]

Zeigen Sie: Ist die Folge (apn)nen konvergent, so ist (an+1—an)nen eine Nullfolge. Warum ist
die Umkehrung dieser Aussage im Allgemeinen falsch? [5 Punkte]

Beweisen Sie: Fiir x € R mit |z| < 1 gilt lim,, o, na™ = 0, mit anderen Worten: 2" konvergiert
schneller gegen 0, als %

[5 Punkte; Tipp: Benutzen Sie den binomischen Satz, d.h. (z+y)" = > }_, (Z)xky”_k fiir

alle z,y € R und n € Ny, um (14+h)" > % h? fiir alle h > 0 und n > 2 zu zeigen.]

(a) Sei g€ C, g# 1 und n € Ny. Zeigen Sie mithilfe von vollsténdiger Induktion [3 Punkte]
n K 1— qn+1
Z T = 1—gq
k=0
(b) Folgern Sie fiir |g| < 1, dass > 32, ¢* = (1 — ¢)~!. [3 Punkte]
k
(c) Berechnen Sie ) 72, (ﬁ) . [2 Punkte]

(a) Definieren Sie den Begriff Cauchy-Folge. [1 Punkt]

(b) Seien (by)nen, (¢n)nen konvergente Folgen reeller Zahlen, und (s, )nen definiert durch

n
Ck
Sp = by + Zﬁ
k=1

Zeigen Sie, dass (sp)nen konvergiert. [6 Punkte]

Berechnen Sie Y 1 ; % [4 Punkte; Tipp: Was ist (Ab)y := by—bg—1 fiir by := ﬁ(’]

n+1a

3=

Zeigen Sie die Konvergenz von » >, (—1) n, wobei a,, :=n"1\/n + L. [5 Punkte]

Bestimmen Sie den Konvergenzradius von Z?’:l% x*. [3 Punkte; Hinweis: Sie diirfen ver-

wenden, dass lim,, ¢/n =1 = lim,, {/a fiir alle a > 0. ]

Ist die Funktion f auf QQ, definiert durch

0, =z
f.@%R,xr—){17 MOV

stetig? Beweisen Sie Thre Aussage. [4 Punkte]

Sei f: D — R stetig in y € D mit f(y) # 0. Beweisen Sie, dass f dann sogar in einer
Umgebung von y ungleich null ist, d.h. es gibt § > 0, sodass f(x) # 0 fir alle x € D mit
|z —y| < d. [5 Punkte]

Beweisen Sie: Ist f : R — R stetig, dann ist auch |f|: R — R, x — |f(z)| stetig. [2 Punkte]



18. Ist ¢, := 272(1+i)" dann gibt es fiir jedes n € N ein z,, € [0, 27) mit ¢, = e, [2 Punkte]
19. Zeigen Sie, dass es x € [1,2] gibt, sodass die Gleichung 2® = 22 + 2 + 1 erfiillt ist. [4 Punkte]
20. Sei D C R und f: D — R eine Funktion.

(a) Geben Sie eine zur Definition dquivalente Formulierung der Aussage f ist differenzierbar
in a € D mit Ableitung f'(a), unter der Benutzung von Differenzenquotienten. Wann
nennt man f differenzierbar? [2 Punkte]

(b) Zeigen Sie mithilfe von (a), dass die Funktion g : (0,00) — R,z +— 1 differenzierbar ist
und finden Sie die Ableitung ¢’ (ohne die Quotientenregel, direkt mit (a)). [3 Punkte]

(¢) Berechnen Sie die Ableitung von f : R — R, f(z) = sin(z)* — cos(x)*. [3 Punkte]
21. (a) Zeigen Sie fir r € R und n € N

d 1 — gntl
k=0

[4 Punkte; Bemerkung: Man schreibt & f(z) := f(z).]

(b) Zeigen Sie
2014

ka* < *
2 ket < o

im Fall 0 <z < 1. [5 Punkte; Tipp: Benutzen Sie Aufgabe@ um limy, 0 S, zZu berechnen.

Ihre Losung zu diesem Blatt wird nicht korrigiert. Stattdessen werden wir Anfang Januar einen
Lésungsvorschlag online stellen. Fventuelle Fragen zu diesen Ldsungen konnen bei Bedarf in den
Ubungsgruppen besprochen werden. Die Angabe von Punktzahlen dient nur der groben Orientie-
Tung.



