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fiir Informatiker und Statistiker

Aufgabe 5.1 [Binomischer Satz; 8 Punkte| Fiir eine Folge (a,,),en reeller oder komplexer
Zahlen schreiben wir ZZ:1 ay :=ay + -+ a,. Zeigen Sie:

(a) Sind a,b € R, dann gilt fir alle n € N
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(a+b)" = (Z) a® ok
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wobei die Binomialkoeffizienten (Z) fiir 0 < k < n in Aufgabe 2.4 eingefiihrt wurden.

(b) Es gilt )
Z(—1)’“(Z> = 0.

(c¢) Die Anzahl der Moglichkeiten, aus einer n-elementigen Menge eine beliebige Anzahl
von Elementen auszuwéhlen, ist gegeben durch ), _, (Z), wobei die Moglichkeit kein
Element zu wéhlen nicht mitgezahlt wird.

[Tipp: Uberlegen Sie sich, wie die Fragestellung lautet, wenn man sie mithilfe der
Michtigkeit der Potenzmenge einer n-elementigen Menge formuliert.]

Aufgabe 5.2 (!) [Konvergenz; 8 Punkte]

(a) Welche der folgenden Folgen (a,)nen konvergiert in R, welche divergiert? Beweisen
Sie Thre Antwort und geben sie den Grenzwert an, falls dieser existiert.
(i) a, :=2""n [Tipp: Zeigen Sie zunichst n? < 2" fiir alle n > 3.
(17) a, = (14+z)", wobei z > 0.
(iii) a, == [1+1]
(b) In dieser Aufgabe konstruieren wir eine monoton fallende und nach unten beschrinkte
Folge (ay,)nen rationaler Zahlen, also a,, € Q fiir alle n € N, die nicht in Q konvergiert,

d.h. ihr (nach Satz 2.18 existierender) Grenzwert lim,,_, a, liegt in R\ Q. Hierzu
definieren wir rekursiv

1 2
a1 =2, Qpi1:= = (an—l——) Vn € N.
2 ay,
Zeigen Sie:
(i) a, > 0Vn €N, d.h. (a,)nen ist nach unten beschrankt. [ Tipp: Induktion.]
(i1) (an)nen ist monoton fallend [Tipp: Zeigen Sie zunéchst a? > 2 fiir alle n € N.|

(iii) limp—eo an € R\Q [Tipp: Berechnen Sie den Grenzwert von (a,—an+1)nen-]



Aufgabe 5.3 (!) [8 Punkte]

(1) Zeigen Sie die Dreiecksungleichung fir endliche Summen: Fir eine Folge (ay)nen
komplexer Zahlen gilt fiir alle n € N

n
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k=1

n
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(17) Zeigen Sie: Ist (a,)nen eine konvergente Folge reeller Zahlen mit Grenzwert a € R,
so konvergiert (S,,)nen, definiert durch S, := %2221 ay, ebenfalls gegen a.

[ Tipp: Wéhlen Sie in Abhéngigkeit eines gegebenen € > 0 eine natiirliche Zahl
N € N, die aus der Konvergenz von (a,)nen hervorgeht und zerlegen Sie S,, in eine
Summe iiber 1 bis N — 1 und den Rest.]

(i17) Finden Sie eine divergente Folge (a,)nen, sodass (+ > 1, ag)pen konvergiert und
beweisen Sie die Konvergenz.

Aufgabe 5.4* [Cantors Diagonalargument; 8 Punkte]

(1) Zeigen Sie, dass es eine Bijektion zwischen @Q und N gibt.

(79) Zeigen Sie, dass es keine Bijektion zwischen R und N gibt.

[ Tipp: Sei f : R — N eine Bijektion. Nutzen Sie die Aufgaben 2.2(¢)(éi7) und 4.4, um
eine Bijektion g : N — X, zu konstruieren. Wir schreiben g(x) = (g1(x), g2(), ... ).
Wiéhlen Sie eine Funktion s : {0,1,...,8,9} — {0,1,...,8}, mit s(x) # =z fiir
x=0,...,9. Definieren Sie a,, = s(g,(n)) und zeigen Sie, dass (a,)nen € X10\ f(N).]

(") Aufgaben, die mit einem Ausrufezeichen versehen wurden, beinhalten ein sehr wichtiges
Konzept, welches unbedingt verstanden werden sollte.

Unmarkierte Aufgaben sind nicht weniger wichtig, sondern beruhen meist auf direkteren
Methoden, die nicht typisch fiir die Aufgabe sind, sondern hdufiger auftreten.

* Aufgaben, die mit einem Stern versehen wurden, sollten erst bearbeitet werden, wenn
der Rest des Blattes geldst wurde.

Hinweis: Sie sind berechtigt die Ubungsblitter auch in gréferen Gruppen zu bearbei-
ten. Anschlieflend sollte allerdings jede Kleingruppe (bestehend aus 2-3 Studenten) eine
eigenstiandige Losung verfassen. Die Korrektoren werden abgeschriebene Losungen erken-
nen und die erreichte Punktzahl unter allen identischen Abgaben aufteilen. Be-
achten Sie, dass dabei abgeschriebene und originale Losungen nicht unterschieden werden
konnen.

Werfen Sie Ihre (in Zweier- oder Dreiergruppen erstellte) Ldsung bis spdatestens zum
Dienstag, den 19.11.2013, 18:00 Uhr, in den gekennzeichneten Ubungskasten im er-
sten Stock nahe der Bibliothek.

Weitere Informationen finden Sie unter http://www.math.lmu.de/” gottwald /13anallS/
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