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Aufgabe 3.1 [Gruppen; 8 Punkte] Sei G eine Menge. Eine Abbildung * : G x G — G
bezeichnet man als Verknipfung und man schreibt a * b := x(a,b) (denken Sie beispiels-
weise an die Addition a + b = +(a,b), welche dem Tupel (a,b) € R* die Summe a+b € R
zuordnet).

Eine Menge G ausgestattet mit einer Verkniipfung * heifit Gruppe, (G, *), falls gilt

(i) ax(bxc)=(axb)xc,Va,b,c € G (Assoziativitit)

(17) Je € G (links-neutrales Element), sodass e x a = a Va € G
(i19) Ya € G 3b € G (links-inverses Element zu a), sodass b* a = e.
Eine Gruppe (G, %) heiit abelsch (oder kommutativ), falls

(iv) axb=>bxa firalle a,be G
Sei nun (G, *) eine Gruppe. Zeigen Sie:

(a) Ist a € G, b ein links-inverses Element zu a und e ein links-neutrales Element von G,
dann gilt a x b = e, sowie a * e = a. [Hinweis: Machen Sie in jedem Schritt in ihrer
Losung deutlich, welche der Eigenschaften (7)-(iii) Sie jeweils benutzen. |

(b) Es gibt nur ein links-neutrales Element. [Hinweis: Aus (a) folgt, dass dieses auch
rechts-neutral ist; es wird deshalb das neutrale Element der Gruppe genannt).

(¢) Fiir jedes a € G gibt es nur ein links-inverses Element. [Hinweis: Dies ist nach (a)
auch rechts-invers zu a; es wird deshalb als das inverse Element zu a bezeichnet.]

(d) Fiir a,b € G gilt (axb)™' =b"txa™! (shoe-socks property).
(e) Fiir a € G gilt: (a™)™' = a (Involutionseigenschaft).

(f) (R,+) und (R\{0},-) sind abelsche Gruppen. Identifizieren Sie jeweils das neutrale
und die inversen Elemente. [Tipp: Definition von Addition und Multiplikation in R
aus der Vorlesung]

Aufgabe 3.2 [Symmetrische Differenz; 8 Punkte] Wir definieren die logische Verkniipfung,
die einem ausschlieffenden oder (d.h. einem entweder-oder) entspricht, genannt Kontra-
valenz oder XOR-Verkniipfung, durch

AVB = (AN-B)V(-AAB),

wobei A, B zwei Aussagen bezeichnen. Weiter, sei fiir zwei Mengen M, N die symmetrische
Differenz M AN definiert durch

MAN = {z|(xe M)Y(zeN)}.



(a) Zeigen Sie: MAN = (M\N)U (N\M).

(b) Sei X eine Menge. Zeigen Sie: (P(X),A) ist eine abelsche Gruppe. [Tipp: Benutzen
Sie fur die Assoziativitét nicht (a).]

Aufgabe 3.3 [Relationen; 8 Punkte] Sei M eine Menge. Eine Teilmenge R C M x M
wird Relation in (oder auf) M genannt. In diesem Zusammenhang schreiben wir xRy fiir
die Aussage (z,y) € R.

(a) Machen Sie sich klar, dass eine Ordnungsrelation < (siehe Def. 1.41) eine Relation ist
und driicken Sie die Reflexivitéits-, Antisymmetrie- und Transitivitdtsbedingungen in
Elementschreibweise aus. [Beispiel: R ist symmetrisch, falls (z,y) € R = (y,x) € R.]

Eine Relation heifit Aquivalenzrelation, wenn sie reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.
Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf M, dann schreiben wir [z] := {y € M | = ~ y} (Aqui-
valenzklasse von x), sowie M/~ = {[z] |z € M}.

(b) Finden Sie eine Aquivalenzrelation, die auf jeder Menge M definiert werden kann,
und geben Sie die zugehorigen Aquivalenzklassen an. [Tipp: Denken Sie an Cantors
‘naive’ Definition einer Menge als Zusammenfassung wohl... Objekte]

(¢) Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge M. Zeigen Sie: M = L e nrse [,
wobei mit | | die Vereinigung iiber paarweise disjunkte Mengen bezeichnet wird.

(d) Seien M, N nichtleere Mengen und f : M — N eine surjektive Abbildung. Zeigen
Sie, dass durch z7 ~ 25 & f(21) = f(z2) eine Aquivalenzrelation auf M induziert

wird, sowie, dass _ ~
fiM/~ = N, [([z]) = f(z)

eine wohldefinierte Bijektion ist.

Aufgabe 3.4 [Geometrische Reihe; 8 Punkte| Zeigen Sie, dass fiir jede reelle Zahl x # 1

und n € N gilt
anrl —1

l+z+--- 42" =
x—1

Folgern Sie:
(¢) Fiir 0 < <1hat {1,1+2,1+2+ 2% ...} kleinste obere Schranke .

(74) Sind m > 1,n > 1 natiirliche Zahlen, sodass m™ — 1 prim ist, dann gilt m = 2 und
n ist prim. [Eine natiirliche Zahl m heifft prim, wenn sie nur durch £1 und +m
restfrei teilbar ist.]

Werfen Sie Ihre (in Zweier- oder Dreiergruppen erstellte) Losung bis spdatestens zum
Dienstag, den 05.11.2013, 18:00 Uhr, in den gekennzeichneten Ubungskasten im er-
sten Stock nahe der Bibliothek.

Weitere Informationen finden Sie unter http://www.math.lmu.de/ gottwald /13anallS/


http://www.math.lmu.de/~gottwald/13ana1IS/

