
Das Riemann-Integral als Stammfunktion

Proposition (9.14)

Sei f : ]a, b[→ R stetig und c ∈ ]a, b[. Die Funktion
F : ]a, b[→ R sei definiert durch

F (x) =

∫ x

c
f (t) dt.

Dann ist F eine Stammfunktion von f .



Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Satz (9.16)

Sei f : ]a, b[→ R stetig und F eine Stammfunktion von f .
Für alle c , d ∈ ]a, b[ gilt dann∫ d

c
f (x) dx = F (d)− F (c).







Die Substitutionsregel

Satz (9.17)

Seien I , J ⊆ R offene Intervalle, f : I → R stetig und u : J → R

stetig differenzierbar mit u(J) ⊆ I . Dann gilt∫ b

a
f (u(t))u′(t) dt =

∫ u(b)

u(a)
f (x) dx

für alle a, b ∈ J.







Partielle Integration

Satz (9.18)

Sei I ⊆ R ein offenes Intervall, und seien f , g : I → R zwei stetig
differenzierbare Funktionen. Dann gilt∫ b

a
f (x)g ′(x) dx =

[
f (x)g(x)

]b
a

−
∫ b

a
f ′(x)g(x) dx

für alle a, b ∈ I .



















Uneigentliche Riemann-Integrale, Teil I

Definition (9.19)

Seien a ∈ R ∪ {−∞} und b ∈ R, mit a < b. Sei f : ]a, b]→ R

eine Funktion mit der Eigenschaft, dass f über jedes Teilintervall
der Form [c , b] mit a < c < b integrierbar ist. Dann nennt man
den Grenzwert∫ b

a
f (x) dx = lim

c→a

∫ b

c
f (x) dx , sofern er existiert,

das uneigentliche Riemann-Integral von f über das halboffene
Intervall ]a, b].



Uneigentliche Riemann-Integrale, Teil II

Definition (9.20)

Seien a ∈ R und b ∈ R ∪ {+∞}, mit a < b. Sei f : [a, b[→ R

eine Funktion mit der Eigenschaft, dass f über jedes Teilintervall
der Form [a, c] mit a < c < b integrierbar ist. Dann nennt man
den Grenzwert∫ b

a
f (x) dx = lim

c→b

∫ c

a
f (x) dx im Falle der Existenz

das uneigentliche Riemann-Integral von f über das halboffene
Intervall [a, b[.



Uneigentliche Riemann-Integrale, Teil III

Definition (9.21)

Seien a ∈ R ∪ {−∞} und b ∈ R ∪ {+∞}, mit a < b. Sei
f : ]a, b[→ R eine Funktion mit der Eigenschaft, dass f über jedes
Teilintervall der Form [c , d ] mit a < c < d < b integrierbar ist. Sei
nun m ∈ ]a, b[ beliebig gewählt. Dann bezeichnet man die Summe
der Grenzwerte∫ b

a
f (x) dx = lim

c→a

∫ m

c
f (x) dx + lim

d→b

∫ d

m
f (x) dx ,

sofern sie beide existieren, als das uneigentliche Riemann-Integral
von f über das offene Intervall ]a, b[.







Der Satz von der Partialbruchzerlegung

Erinnerung:
Eine rationale Funktion ist eine Funktion f der Form
f (x) = g(x)/h(x), wobei g und h Polynomfunktionen bezeichnen
und h ungleich null ist.

Satz (9.22)

Sei f : D → R eine rationale Funktion wie oben beschrieben. Es
seien x1, ..., xm ∈ R die verschiedenen rellen Nullstellen von h und
ri ∈ N jeweils die Vielfachheit der Nullstelle xi . Weiter seien
z1, z̄1, ..., zn, z̄n die verschiedenen Paare nicht-reeller, konjugiert-
komplexer Nullstellen, pi = 2Re(zi ), qi = zi z̄i = |zi |2 und si ∈ N
die gemeinsame Vielfachheit der Nullstellen zi , z̄i . Dann gibt es
Koeffizienten aij , bij ∈ R für 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ ri und cij ∈ R für
1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ si und eine Polynomfunktion q, so dass f in der
folgenden Form darstellbar ist:

f (x) = q(x) +
m∑
i=1

ri∑
j=1

aij
(x − xi )j

+
n∑

i=1

si∑
j=1

bijx + cij
(x2 + pix + qi )j


