
§ 9. Das Riemann-Integral

Im gesamten Abschnitt bezeichnet [a, b] ⊆ R ein endliches,
abgeschlossenes Intervall positiver Länge, mit a, b ∈ R und a < b.

Definition

• Eine Zerlegung von [a,b] ist eine endliche (eventuell auch
leere) Teilmenge Z = {x1, ..., xn−1} ⊆ ]a, b[.

• Mit Z(a, b) bezeichnen wir die Menge aller Zerlegungen des
Intervalls [a, b].

Die Elemente eine Zerlegung Z werden immer so
durchnummeriert, dass xk < xk+1 für 1 ≤ k < n − 1 erfüllt ist.
Außerdem setzen wir stets x0 = a und xn = b.



Definition der Unter- und Obersummen

Definition (9.1)

Sei f : [a, b]→ R eine beschränkte Funktion, und sei
Z = {x1, ..., xn−1} eine Zerlegung von [a, b].
Für jedes k mit 0 ≤ k < n definieren wir

ck = inf f ([xk , xk+1]) und dk = sup f ([xk , xk+1]).

Dann bezeichnet man

S −
f (Z ) =

n−1∑
k=0

ck(xk+1 − xk) bzw. S +
f (Z ) =

n−1∑
k=0

dk(xk+1 − xk)

als Unter- bzw. Obersumme von f bezüglich der Zerlegung Z .



Definition Riemann-integrierbarer Funktionen

Definition (9.2)

Sei f : [a, b]→ R eine beschränkte Funktion. Dann bezeichnet man∫ b

aF
f (x) dx = sup

{
S −

f (Z )
∣∣ Z ∈ Z(a, b)

}
bzw.

∫ bF

a

f (x) dx = inf
{
S +

f (Z )
∣∣ Z ∈ Z(a, b)

}
als Unter- bzw. Oberintegral der Funktion f . Stimmen Unter- und
Oberintegral von f überein, dann bezeichnet man f als
Riemann-integrierbar und nennt∫ b

a

f (x) dx =

∫ b

aF
f (x) dx =

∫ bF

a

f (x) dx

das Riemann-Integral der Funktion f .

(Unter- und Oberintegral haben stets endliche Werte.)



Kriterium für Riemann-Integrierbarkeit

Satz (9.5)

Sei f : [a, b]→ R beschränkt. Dann sind folgenden Aussagen
äquivalent.

(i) Die Funktion f ist Riemann-integrierbar.

(ii) Für jedes ε ∈ R+ gibt es eine Zerlegung Z mit
S +

f (Z )−S −
f (Z ) < ε.

Hinweis:

Weil die Tafelfotos mit einem anderen Gerät aufgenommen
wurden, sind leider viele Bilder am Rand abgeschnitten.
Ich bitte, das zu entschuldigen.



Rechenregeln für das Riemann-Integral I

Satz (9.6)

Seien f , g : [a, b]→ R Riemann-integrierbare Funktionen und
λ ∈ R. Dann sind auch f + g und λf Riemann-integrierbar.
Außerdem gilt

(i)

∫ b

a
(f + g)(x) dx =

∫ b

a
f (x) dx +

∫ b

a
g(x) dx

(ii)

∫ b

a
(λf )(x) dx = λ

∫ b

a
f (x) dx

(iii) Aus f ≤ g folgt

∫ b

a
f (x) dx ≤

∫ b

a
g(x) dx .















Rechenregeln für das Riemann-Integral II

Satz (9.7)

Sei f : [a, b]→ R beschränkt und c ∈ ]a, b[ ein beliebig gewählter
Punkt. Genau dann ist f Riemann-integrierbar, wenn die
Funktionen f |[a,c] und f |[c,b] Riemann-integrierbar sind, und in
diesem Fall gilt∫ b

a
f (x) dx =

∫ c

a
f (x) dx +

∫ b

c
f (x) dx .

Für reelle Zahlen a, b ∈ R mit a < b und integrierbare Funktionen
f auf [a, b] definieren wir∫ a

a
f (x) dx = 0 und

∫ a

b
f (x) dx = −

∫ b

a
f (x) dx .

Die Gleichung in Satz 9.7 ist dann für beliebige a, b, c ∈ R gültig.











Definition der gleichmäßigen Stetigkeit

Definition (9.9)

Eine Funktion f : D → R wird auf einer Teilmenge D ⊆ R
gleichmäßig stetig genannt, wenn für jedes ε ∈ R+ ein δ ∈ R+

existiert, so dass die Implikation

|x − y | < δ ⇒ |f (x)− f (y)| < ε

für alle x , y ∈ D erfüllt ist.

• Eine gleichmäßig stetige Funktion f : D → R ist nach dem
ε-δ-Kriterium offenbar in jedem Punkt a ∈ D stetig.

• Nicht jede stetige Funktion ist gleichmäßig stetig.
Beispiel: f : R+ → R, x 7→ 1

x





Die Riemann-Integrierbarkeit stetiger Funktionen

Satz (9.10)

Jede auf einem endlichen, abgeschlossenen Intervall [a, b] ⊆ R
stetige Funktion ist dort auch gleichmäßig stetig.

Satz (9.11)

Jede stetige Funktion auf einem endlichen, abgeschlossenen
Intervall ist Riemann-integrierbar.














