Die I'Hospital’'schen Regeln

Satz (8.8)

Sei | C R ein Intervall, und sei a € R ein Beriihrpunkt von /. Seien
f,g : | — R differenzierbare Funktionen mit den Eigenschaften
g'(x) # 0 fir alle x € | und entweder

lim f(x) = lim g(x) =0

X—a X—a
oder
lim £(x), lim g(x) € {00}.
Dann gilt
/
jim £ fim %)
x—a g(x) x—a g’(x)

Dies soll bedeuten: Existiert der Grenzwert ¢ € R auf der rechten
Seite der Gleichung, dann existiert auch der Grenzwert auf der
linken Seite und hat denselben Wert c.




Definition der Taylorpolynome

Ist f: D — R eine differenzierbare Funktion und a € D, dann
nennt man

i(f,a) = f(a)+f'(a)(x —a)
das Taylorpolynom erster Ordnung von f an der Stelle a.

Definition (8.11)

Ist f : D — R eine zweimal differenzierbare Funktion und a € D,
dann nennt man

n(f,a) = f(a)+f'(a)(x —a)+ %f”(a)(x — )

das Taylorpolynom zweiter Ordnung von f an der Stelle a.

Setzen wir py = 7k(f, a) fir k = 1,2, dann gilt und
. Das zweite Taylorpolynom erfiillt diese Bedingungen
ebenfalls, und dariiber hinaus auch



Existenz beidseitiger Grenzwerte

Lemma (8.12)

Seien a,b,c e Rmita<c<bund f:]a,b[\{c} — R eine
beliebige Funktion. Wenn die beiden Grenzwerte

(flja,cp)(x) und (Flie,b) (%)

lim [im
X—C X—C

existieren und ubereinstimmen, dann existiert auch der Grenzwert

lim f(x), und es gilt l@c f(x) (fl1a,ep) (%) (Flje,b) ()

X—C

= |lim = |lim
X—C X—C

Hinweis:
Aus dem Lemma folgt, dass die I'Hospitalschen Regeln auch auch
Grenzwerte angewendet werden kdnnen.



Interpretation der zweiten Ableitung einer Funktion

Anmerkung:

Nach Proposition 7.2 ist eine Funktion ¥ : D — R in einem inneren
Punkt a von D genau dann differenzierbar, wenn eine Funktion

¥ : D — R existiert, so dass

f(x) = mi(f,a)(x)+¢(x) fur alle x € D und lim P =0 gilt.

X—a X — a

Satz (8.13)

Sei f : D — R eine Funktion und a € D ein Punkt, in dem f
zweimal differenzierbar ist. Dann gibt es eine Funktion ¢ : D — R
mit

f(x) = m(f,a)(x) + ¢ (x) fir alle x € D und
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Hinreichende Kriterium fur lokale Extrema

Satz (8.14)

Sei f : D — R eine differenzierbare Funktion und ¢ € D ein Punkt,
in dem f sogar zweimal differenzierbar ist. Gilt nun

f'(c)=0 und f"(c)<0 ,

dann besitzt f in ¢ ein lokales Maximum.

Satz (8.15)

Sei f : D — R eine differenzierbare Funktion und ¢ € D ein Punkt,
in dem f sogar zweimal differenzierbar ist. Gilt nun

f'(c)=0 und f"(c)>0 ,

dann besitzt f in ¢ ein lokales Minimum.

Das angebene Kriterium ist aber jeweils kein notwendiges
Kriterium fiir das Vorliegen eines Extremums.
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§9. Das Riemann-Integral

Im gesamten Abschnitt bezeichnet [a, b] C R ein endliches,
abgeschlossenes Intervall positiver Lange, mit a,b € R und a < b.

Definition

e Eine Zerlegung von [a,b] ist eine endliche (eventuell auch
leere) Teilmenge 2 = {x1,...,xp—1} C ]a, b[.

e Mit Z(a, b) bezeichnen wir die Menge aller Zerlegungen des
Intervalls [a, b].

Die Elemente eine Zerlegung Z werden immer so
durchnummeriert, dass xx < xx41 fiir 1 < k < n—1 erfiillt ist.
AuBerdem setzen wir stets xg = a und x, = b.



Definition der Unter- und Obersummen

Definition (9.1)

Sei f : [a, b] — R eine beschrankte Funktion, und sei
% ={x1,...,xn—1} eine Zerlegung von |[a, b].

Fiir jedes kK mit 0 < k < n definieren wir

Ck = inf f([Xk,Xk_H]) und dk = sup f([Xk,Xk+1]).

Dann bezeichnet man

n—1
y;(g) = ck(Xk+1 — xx) bzw. er (2) = de Xk+1 — Xk)
0

>
Il

als Unter- bzw. Obersumme von f beziiglich der Zerlegung Z.




Veranschaulichung der Unter- und Obersummen
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Definition Riemann-integrierbarer Funktionen

Definition (9.2)
Sei f : [a, b] = R eine beschrankte Funktion. Dann bezeichnet man

/*f(x) dx = sup{S(2)| Z cZ(a,b)} bzw.

bk
/f(x) d = inf{F(Z)|Z cz(ab)

als Unter- bzw. Oberintegral der Funktion f. Stimmen Unter- und
Oberintegral von f iiberein, dann bezeichnet man f als
Riemann-integrierbar und nennt

[2) 4

/abf(x) dx = /aif(x) dx = / F(x) dx

das Riemann-Integral der Funktion f.

(Unter- und Oberintegral haben stets endliche Werte.)
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