Exponentialfunktion und Eulersche Zahl

Proposition (6.9)

Es gilt exp(1) = e, wobei e die Eulersche Zahl bezeichnet, die in
Proposition 3.15 definiert wurde.

Beweis:

e Seien die Folgen (ap)nen und (sp)nen gegeben durch
ap,=(1+ %)” und s, =>4, %

e Dann gilt lim, a, = e und lim, s, = exp(1).

e Auf Grund des Binomischen Lehrsatzes gilt

n

. M\ n—k 1yk n! L
a, = (1+1)" = Z(k)l () = Zmiz

nk
k=0 k=0
" 1n-(n=1)-..-(n—k+1) 1
Kl nk < Zﬂ = on
k=0 k=0



Exponentialfunktion und Eulersche Zahl (Forts.)

e Daraus folgt e < exp(1).
e Fiir alle m,n € IN mit m > n > 2 gilt andererseits

m-(m—1)-...-(m—k+1)

m
1
am = (Q+3)" = Zﬁ mk
k=0
m
1 m—1 m-2 m—k+1
= 1+1+Zﬂ 1 —— —
k=2
n
1 m—1 m-2 m—k+1
> 1+1+Zﬂl —— .



Exponentialfunktion und Eulersche Zahl (Forts.)

o Fiir jedes n > 2 gilt also

n
1
k=2 "

e Aus e > s, fiir alle n > 2 wiederum folgt
e > lim, s, = exp(1), insgesamt also e = exp(1).



Eigenschaften der Exponentialfunktion

Satz (6.10)

Die Exponentialfunktion besitzt die folgenden Eigenschaften.

(i) Es gilt exp(0) = 1, exp(x + y) = exp(x) exp(y),
exp(—x) = exp(x)~! und exp(x) > O fiir alle x,y € R.

(ii) xll>rl]oo exp(x) = 0 und Xl‘>Too exp(x) = +o0

(iii) Die Exponentialfunktion ist streng monoton wachsend und
definiert eine bijektive Abbildung zwischen R und R™.




Der natiirliche Logarithmus

Satz (6.11)

Die Exponentialfunktion besitzt eine Umkehrfunktion
In: RT™ — IR, die als natiirlicher Logarithmus bezeichnet wird. Sie
hat die folgenden Eigenschaften.

(i) Sie ist stetig, streng monoton wachsend und definiert eine
bijektive Abbildung zwischen R™ und R.

(i) Es gilt In(exp(x)) = x fiir alle x € R und exp(In(y)) =y
fir alle y € R™.

(iii) Weiter gilt In(1) =0, In(e) =1, In(xy) = In(x) + In(y) und

|n(X71) = —In(x) fiir alle x,y € R™.
(iv) )I(TOIn(x) = —o0o und throoln(x) = 400.
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Exponentialfunktion zu beliebiger Basis b > 1

Definition (6.12)

Fiir jedes b € R mit b > 1 sind die Exponentialfunktion und der
Logarithmus definiert durch

In(x)

exp, 1 R — R, x > exp(xIn(b)) und log, : R — R, x — 5.

Proposition (6.13)
Sei be R mit b> 1.
(i) Es gilt expp(0) =1 und exp,(1) = b,

expp(x +y) = expy(x) expp(y), expy(—x) = expy(x)~
expp(x) > 0 fiir alle x,y € R.

(i) Weiter gilt log,(1) = 0, log,(b) =1,
log,,(xy) = log,(x) + log,(y) und log,(x~*) = — logy(x) fiir
alle x,y € RT.

1 und




Der Graph der Logarithmusfunktion entsteht durch Spiegelung des
Graphen der Exponentialfunktion an der Geraden y = x
(Eigenschaft der Umkehrfunktion).

y




Potenzierung mit reellen Exponenten

Proposition (6.14)

Fiir alle b € R mit b > 1 und alle r € Q gilt b" = exp,(r), wobei
der Ausdruck b" wie in §1 durch Potenzen und die
Wourzelfunktionen definiert ist.

Auf Grund der Proposition kann die Definition von b" auf beliebige
b € R' und r € R ausgedehnt werden: Man definiert b" = exp,(r)
imFall r>1,b"=1imFall b=1, und

b" = expp-1(r) ! = expp-1(—r) fir b < 1.

Folgerung (6.15)

Fiir alle a, b € R™ und x,y € R gelten die Potenzgesetze

(ab)* = a*p* , V=32 und (3¥) =a"Y.
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Symmetrie der Sinus- und Kosinusfkt., Eulersche Gleichung

Sinus- und Kosinusreihe konvergieren fiir alle x € R absolut. Sie
definieren auf ganz R stetige Funktionen, die als Sinus- bzw.
Kosinusfunktion bezeichnet werden. Fiir alle x € R gilt

cos(—x) = cos(x) und sin(—x) = —sin(x).

Fiir alle x € R gilt e* = cos(x) + isin(x).




Beweis von Satz 6.17

e Fiir jedes x € R gilt

.. e in - n X2n+1
cos(i) isin() - = D) G+ 1 (D Gy

B i <2n (énzlj))

2n+

e Seia,=(-1)" ( Gt T (2n+1) ) fiir n € INg. Dann gilt jeweils

a, + a1 =

X4n I'X4n+1 , X4n+2 I'X4n+3
(1 ((4n)! T an+ 1)!) i <(4n o) 3)!)




Beweis von Satz 6.17 (Forts.)

X4n ] X4n+1 X4n+2 ] X4n+3

@l T anr )l T Gng 2 (@n+3)

= ban+ bant1 + bant2 + bants

I n
mit b, = @ fiir alle n € INg. Es folgt
n!

o0
cos(x) +isin(x) = Z (320 + a2n11)
n=0

= Z (ban + bant1 + banty2 + bani3)

n=0
4n+3 n o
= lim Zbk = lim Zbk = an = exp(ix).
n—0o0 n—oo
k=0 k=0 n=0



Restgliedabschatzung fiir Sinus und Kosinus

Lemma (6.18)

Die Restglieder von Kosinus- und Sinusfunktion gegeben durch

n X2k i x2k
cos(x) = ;(—l)km + rn1(x)  rosa(x) = k§1(_1)k (2k)!
und
n X2k+1 ) ) B o0 X2k+1
sin(x) = ;(fl)km (), ra(x) —kzzm(fl)km

erfiillen die Abschatzungen
|X|2n+2

n H

a1 (x)] <

und
|X|2n+3

I 1(x)] < ni3) fir alle x € R mit |x| < 2n+4.




Beweis von Lemma 6.18

e Fiir jedes x € R und jedes n € INg gilt nach Definition

i P X2k i 14k X2n+2k+2
rnt1(x) = (-1) ;= (-1)" R
WS (2k)! — (2n + 2k 4 2)!

¥2n+2 i

= (_1
I
2n + 2 pare
mit
52k
ay =

(2n+3)(2n+4)-...-(2n+ 2k + 2)
fiir alle k € INp.
e Nach Definition ist ag = 1 und fiir kK € INy jeweils

X2

20+ 2k +3)(2n+ 2k + 4)°

k41



Beweis von Lemma 6.18 (Forts.)

e Auf Grund der Konvergenz der Reihe gilt limy a, = 0.

e Unter der Voraussetzung |x| < 2n + 3 gilt auBerdem
ak+1 < ay fir alle k € INp.

e Sei nun s, die n-te Partialsumme der Reihe >">° (—1)"a,.
Diese erfiillt die Voraussetzungen des Leibniz-Kriteriums.

e Wie im Beweis dieses Kriteriums liberpriift man, dass die
Teilfolge (s2n)new monoton fallend und die Teilfolge
(S2n+1)new monoton wachsend ist.



Beweis von Lemma 6.18 (Forts.)

e Fiir alle n € INy gelten somit die Ungleichungen
1 =195 > s > 941 =25 >0

also insbesondere s, € [0, 1] fiir alle n € INp.

e Dies zeigt, dass der Grenzwert der Reihe in [0, 1] liegt. Wir
2n+2
erhalten die gewiinschte Abschatzung |r,11(x)| < %
e Fiir die Restgliedabschatzung der Sinusfunktion miissen die

Formeln nur geringfiigig modifiziert werden (siehe Skript).



Funktionalgleichungen von Sinus- und Kosinusfunktion

Lemma (6.19)

Sinus- und Kosinusfunktion erfiillen fiir alle x,y € R die folgenden
Gleichungen.

(i) sin(x + y) = sin(x) cos(y) + cos(x)sin(y)
(i) cos(x + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y)
(iii) sin(x) — sin(y) = 2 cos(*F¥) sin(*5¥)
(iv) cos(x) — cos(y) = —2sin(*F¥) sm(Ty)
(v) sin(x)? 4 cos(x)? = 1
Die Gleichungen unter (i) und (ii) bezeichnet man als
Additionstheoreme der Sinus- und der Kosinusfunktion.
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Werte der Sinus- und Kosinusfunktion

Lemma (6.20)

Die Kosinusfunktion besitzt im Intervall [0, 2] genau eine Nullstelle
&. Das Doppelte 2¢ dieser Nullstelle wird die Kreiszahl 7 genannt.
Die Werte von Sinus- und Kosinusfunktion an den Stellen %w mit
0 < k < 4 sind durch folgende Tabelle gegeben.

(x_ Jofgm[ x| 5m[2n]
sin(x) [|0] 1
cos(x)||1] 0 |-1| 0 |1




Beweis von Lemma 6.20

Nach Lemma 6.18 ist sin(x) = x + r{(x) mit |r{(x)] < &[x|?
fir alle x € R mit |x| < 4.

Fiir x € ]0,2] folgt also |1%)| < 12 < 4 — 2 Es folgt

sin(x) = x+r(x) = x(1+1%) > x1-2) = Lk>o0.

AuBerdem ist cos(x) = 1 — 2x2 + r(x) mit |ra(x)| < o |x[*
fir alle x € R mit |x| < 5.
2

: 16 _
Insbesondere gilt r2(2) < 57 = 3, also

cos(2) < 1-1.2242 =1-242 = 1



Beweis von Lemma 6.20 (Forts.)

e Mit Hilfe der Gleichungen aus Lemma 6.19 kdnnen wir nun
zeigen, dass die Kosinusfunktion im Intervall [0, 2] streng
monoton fallend ist.

e Seien x,y € R mit 0 < x < y < 2 vorgegeben. Dann gilt
0<i(x+y)<2und0<i(y—-x)<l<2

e Daraus folgt sin(*3¥) > 0 und sin(¥5*) > 0.

e Wir erhalten cos(y) — cos(x) = —2sin(*%¥)sin(¥5*) < 0 und
somit cos(x) > cos(y).

e Einsetzen in die Kosinusreihe liefert cos(0) = 1.

e Auf Grund der Stetigkeit der Kosinusfunktion und wegen
cos(0) = 1 und cos(2) = —% < 0 liefert der Zwischenwertsatz
eine im Intervall [0,2]. Wir setzen m = 2¢.



Beweis von Lemma 6.20 (Forts.)

Weil die Kosinusfunktion im Intervall [0, 2] streng monoton
fallend ist, kann es in diesem Intervall keine weitere Nullstelle
geben.

Einsetzen in die Sinusreihe liefert sin(0) = 0.

AuBerdem gilt sin(2 )? +cos(% ) =1,

wegen cos(3m)? = 0 also sin(37)2 € {£1}.

Weil die Sinusfunktion im Intervall |0, 2] nur positive Werte
annimmt und %71’ in diesem Intervall enthalten ist, folgt
sin(3m) = 1.

Die iibrigen Werte erhdlt man nun durch Anwendung der
Additionstheoreme von Sinus und Kosinus.






Monotonieverhalten von Sinus- und Kosinusfunktion

Satz (6.21)

(i) Die Sinusfunktion hat die Nullstellenmenge {k7 | k € Z}. Sie
ist im Bereich [—%77, 3] streng monoton wachsend und im
Bereich [3m, 3] streng monoton fallend.

(i) Die Kosinusfunktion hat die Nullstellenmenge
{(k+ 3)7 | k € Z}. Sie ist im Bereich [0, 7] streng monoton
fallend umd im Bereich [m, 27| streng monoton wachsend.
(iii) Sinus- und Kosinusfunktion erfiillen die Gleichungen
sin(x +m) = —sin(x), cos(x + m) = — cos(x) und
cos(x) = sin(x + ) fiir alle x € R.
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